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9.1 Introduccion y objetivos

En este tema se estudian varios algoritmos de tipo oraculo cuya complejidad de con-
sulta es mejor que la de cualquier algoritmo cldsico, son algoritmos con una aplica-
cion practica cuestionable, relativamente simples, pero que demuestran una mayor
eficiencia comparados con cualquier version clasica, son los algoritmos de Deutsch-
Jozsa, una generalizacién del algoritmo de Deutsch para multiples cubits, el algoritmo
de Bernstein-Vazirani y el algoritmo de Simon, todos ellos proporcionan una solucién
al problema con certeza. También se estudia, finalmente la transformacién cudntica de
Fourier (QFT), una herramienta de extraordinaria importancia en computacién cuan-
tica, ella y sus generalizaciones tienen aplicacion en muchos algoritmos cuanticos que

muestran una ventaja exponencial frente a sus versiones clasicas.
» Algoritmo de Deutsch-Jozsa
» Algoritmo de Bernstein-Vazirani
» Algoritmo de Simon

» Transformada cuantica de Fourier

9.2 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

El algoritmo Deutsch-Jozsa es un algoritmo cuantico determinista propuesto por David
Deutsch y Richard Jozsa en 1992 con aportaciones posteriores de Richard Cleve, Artur
Ekert, Chiara Macchiavello y Michele Mosca. Si bien, como se ha mencionado, es un
algoritmo de escasa aplicacion practica, es uno de los primeros ejemplos de un algo-

ritmo cuantico que es exponencialmente mas rapido que cualquier posible algoritmo
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clasico determinista.

En el problema propuesto por David Deutsch y Richard Jozsa, se proporciona un oracu-

lo que implementa una funcién f : {0,1}" - {0,1}.

La funcién recibe como entrada una cadena de digitos binarios de longitud n y produce
un 0 o un 1 como salida para cada uno de esos valores. Se asegura que la funcion es
constante (0 en todas las salidas o 1 en todas las salidas) o balanceada (devuelve 1 para
la mitad del dominio de entrada y O para la otra mitad). El objetivo es determinar si f

es constante o balanceada mediante consultasalordculo U, @ |x)|y) — [x)|y® f(x))

El algoritmo comienza con un estado de n + 1 cubits, |0)®"|1), es decir los primeros
n cubits, correspondientes al primer registro, inicializados en el estado |0) y un cubit
auxiliar, correspondiente al segundo registro, en estado |1). A continuacién se aplican

puertas de Hadamard a todos los cubits, dejando al sistema en el siguiente estado:

vo) = o= X150 1)(10) — 1)

La funcién f esta implementada como un ordculo que asigna el estado |x)|y) —

|x)|y @ f(x)), por tanto, aplicando el oraculo se obtiene:

va) = = TS 0@ £(0) — 18 f() = 2= T (S () — 1@
FEo))

Para cada x, f(x) es 0 0 1, con lo cual, el estado anterior resulta en:

|w1>—\fz L(=1)7®x)(|0) - |1))

El cabit auxiliar, que se encuentra en el estado i(lO) —|1)), se ignora:

V2
ly1) = ﬁZ '(—1)/®|x)

Finalmente se aplican puertas de Hadamard a cada cubit del primer registro, para ob-

tener:

va) = 7= TR DY | = B 1>”|y>l gl ) ey G ECE g 19

donde x - y = xpy @ x1y1 @ -+ @ x,,_1Y,_1 €s la suma del producto bit a bity @ es

la suma moddulo 2.
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Finalmente, la probabilidad de medir |0)®” en la base computacional, viene dada por

la expresion:
1 o2'-1
P(10)®") =| 5, X5 (1P P,

Y se evalia como 1 si f(x) es constante (interferencia constructiva) o 0 si f es balan-
ceada (interferencia destructiva). De otra forma, la medicidn final sera |0)®", si f(x)

es constante o producird algun otro estado si es balanceada.

“ A
=) |z) < . .

RS &

lv) ly® f(z))

10)

T

cn v

Figura 1: Algoritmo de Deutsch-Jozsa. Elaboracién propia.

Cuando el oraculo es constante, no tiene ningun efecto en los cubits de entrada, y el
estado, antes y después de aplicar el oraculo es el mismo. Dado que la puerta H es
su propia inversa, al aplicar de nuevo las puertas de Hadamard se obtiene el estado

inicial |0)®" en el primer registro.

1 1 1 1
0 1 1 0
®n 1 Ys @n_1
H o= T 1|— H N 1|=]0
0] 1] 1] [O]

Cuando el oraculo es balanceado, tras aplicar las puertas de Hadamard a la configu-
racion inicial se obtiene un registro de entrada en superposicion uniforme de todos
los vectores de la base computacional. Al aplicar el oraculo balanceado como conse-

cuencia del Phase Kickback, se aflade una fase negativa a, exactamente, la mitad de
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los estados.

1 1 -1
0 1 1
Us
H@n — 1 1 _
_0_ _1_ i 1 ]

El estado tras aplicar el oraculo es ortogonal al estado previo a la aplicacidén del oraculo,
asi, al aplicar las puertas de Hadamard, el estado final es ortogonal a |O)®”, es decir

nunca se observara el estado |0)®”.

Este algoritmo cuantico resuelve el problema de Deutsch-Jozsa con una sola consulta
al oraculo (Uf), mientras que cualquier algoritmo clasico debe evaluarlo, al menos,
2" + 1 veces para resolver el problema con certeza. Por lo tanto, existe una ventaja
exponencial entre la complejidad de la consulta de este algoritmo cuantico y la com-
plejidad de la consulta de cualquier posible algoritmo clasico que resuelva ese proble-
ma con certeza. Existen algoritmos clasicos que resuelven este problema en menos

evaluaciones, pero solo con alta probabilidad de éxito, no con certeza.

A continuacion se muestra como crear ordaculos que implementan funciones constan-
tes y funciones balanceadas. El caso de las funciones constantes es muy simple ya que
bastaria con aplicar la puerta identidad al segundo registro, el cubit auxiliar, cuando

f(x) = 0o aplicar una puerta NOT para el caso en el quef(x) = 1.

Para crear un ordculo balanceada existen muchos posibles circuitos, una forma de
asegurar una funcién balanceada es aplicar una puerta CN OT para cada cubit en el
primer registro siendo el cibit de control el cubit del primer registro y el cubit objetivo

el auxiliar.

Se pueden crear variaciones simplemente colocando puertas N OT en distintos cubits
del registro de entrada, antes y después del grupo de puertas CNOT'. La siguiente

figura muestra algunos ejemplos.
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Figura 2: Varios oraculos balanceados para el algoritmo de Deutsch-Jozsa. Elaboracidn
propia.

Finalmente una implementacion de ejemplo del algoritmo de Deutsch-Jozsa para el

caso de tres cubit y una funcion balanceada.

0 Ho—E—
1

) 4 10 .: ]
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1

" —
1
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Figura 3: Implementacién del Algoritmo de Deutsch-Jozsa para un ordculo balanceado.
Elaboracidn propia.
Algoritmo de Bernstein-Vazirani

El algoritmo de Bernstein-Vazirani, es un algoritmo cudntico desarrollado por Ethan

Bernstein y Umesh Vazirani en 1992.
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El problema que plantea, es una versién restringida del algoritmo de Deutsch—Jozsa
del apartado anterior donde, en lugar de distinguir entre dos clases diferentes de fun-

ciones, su objetivo es descubrir una cadena codificada en una funcién.

El problema que plantea es el siguiente, dado un oraculo que implementa una funcién
f :{0,1}" - {0,1} parala que se asegura que f(x) es el producto escalar médulo 2
entre x yunacadenasecretas € {0,1}", f(x) = x - s(mod 2) = x15, D X35, ® - D x,,5,,

encontrar s.

El circuito cldsico reversible que implementa el oraculo es el representado en la si-

guiente figura:

( M
z S f S
— _J
0 D s-x mod 2

Figura 4: Oraculo cldsico para el algoritmo de Bernstein-Vazirani. Elaboracion propia.

De forma cldsica, el método mas eficiente para encontrar la cadena secreta es evaluar

la funcidn n veces con valores de entrada x = 2’ paratodoi € {0,1,2,...,.n—1}:
£(0...00001,) = s,
f(0...00010,) = s,

£(0...00100,) = s3
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f(1...0000,) = s,

Por ejemplo, si s = 010, entonces, con tres consultas obtendriamos la cadena:
f(001)=0-00p(0-1)®dp(1-0)0=0+0+0=0
f(010)=0-00(1-1)(0-00=0+0+0=1
f(100)=(1-00p(0-1)®(0-0)=0+0+0=0

A diferencia de la solucién cldsica, que necesita n consultas al ordculo para encontrar
la cadena secreta con certeza, el algoritmo cuantico tan solo necesita una consulta en
superposicidn para determinar la cadena de forma exacta, es decir su complejidad de

consulta es 1. El algoritmo es muy simple y se construye de la siguiente forma:

Se inicializan todos los cubits de entrada al estado |O)®” y el cubit auxiliar, de salida,

al estado |—)

Se aplican puertas Hadamard a todo el registro de entrada
Se aplica el oraculo

Se aplican puertas Hadamard a todo el registro de entrada

Se realiza el proceso de medida

0) H
) H
0 H

1) |s) = 110

c3

Figura 5: Algoritmo de Bernstein-Vazirani para 3 cubits donde la cadena s=110. Elabo-
racion propia.

La medida, actua de la forma habitual y calcula el valor de la funcidn en el cubit auxiliar.
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En primer lugar se inicializan los n + 1 cUbits al estado: |1)|0)®”

Si se aplican puertas Hadamard a los cubits de un estado |a) de n cubits, se obtiene el

estado siguiente:

A continuacién se aplican puertas de Hadamard a todos los cubits inicializados a |0),

H®
excepto el cubit auxiliar, inicializado a | 1), obteniendo el estado: |a) — Z ( 14| x)

Enelcasoenelque |a) = |00..0) latransformacién anterior produce el estado siguien-

te, ya que el término de fase (—1)** desaparece ya que a = 0y por tanto (—1)** = 1:

H®" 2"-1
la) — ﬁZ

El oraculo clasico devuelve 1 para una entrada tal que s - x mod 2 = 1y devuelve 0 en
cualquier otro caso. En el algoritmo cudntico, al aplicar el oraculo actuando sobre el

cubit auxiliar en estado |—) se obtiene el siguiente estado:
I S-X

lx) — (=1)"7|x)

Por tanto, para la entrada |00..0) el resultado seria:

|00.. 0) H(—1)"[x)

N RIS o
Puesto que la puerta de Hadamard es su propia inversa, aplicando puertas de Hada-

mard al registro x se obtiene finalmente:

ﬁzz =) x) sy

Realizando el proceso de medida en la base computacional se obtiene la cadena se-

creta s.
Algoritmo de Simon

El problema de Simon se enmarca dentro del grupo de algoritmos donde se estudia la
complejidad de la consulta, fue concebido por Daniel Simon en 1994. Simon exhibié un
algoritmo cuantico que resuelve el problema de Simon exponencialmente mas rapido
y con exponencialmente menos consultas que el mejor algoritmo clasico probabilistico
(o determinista). En particular, el algoritmo de Simon utiliza un nimero lineal de con-

sultas y cualquier algoritmo probabilistico clasico debe utilizar un nimero exponencial
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de consultas.

Debido a que este problema asume la existencia de un oraculo, este algoritmo es de
escaso valor practico, pero, sin embargo, permite probar la existencia de una mejora

exponencial.

El problema de Simon se describe de la siguiente forma: dada una funcién f, imple-
mentada como un oraculo, tal que: f : {0,1}" - {0,1}" y para la cual se asegura

que existe una cadena s € {0,1}" para todas las x, y € {0,1}" donde:

f(x)=f(y)siysolosix® y € {0", s}

Se recuerda que, por ejemplo, la coleccidon de cadenas {0, 1}3 = {000,001, 010,011, 100,101,110,111}
El objetivo es identificar la cadena s minimizando las consultas al oraculo f(x).

Una forma alternativa de enunciar el problema consiste en distinguir entre el caso
en el que la funcién es 1:1 (es decir, cada entrada distinta tiene una salida distinta) y
s = 0" del caso donde la funcidn es 2:1 (es decir, una funcion que asigna dos entradas

diferentes a una misma salida) y s # 0" satisfaciendo que f(x) = f(x @ s).
El siguiente es un ejemplo para n=3 que satisface la propiedad mencionada.
£(000) = f(110) = 101
£(001) = f(111) = 010
f(010) = f(100) = 000
£(011) = f(101) = 110

En este caso, la cadena buscada es s = 110 y puede verificarse ya que cada resultado
de f tiene dos ocurrencias y las dos cadenas de entrada correspondientes a una misma
cadena de salida, al realizar XOR produce s = 110, la solucién buscada. La funcién es

de tipo, por tanto dos a una pues s # 0 frente al caso de una funcién una a una donde

f(x)= f(y)comoenelcaso f(1)=1,f(2)=2,f3)=3...

Se trata de un problema exponencial, muy dificil de resolver de forma clasica pues es

necesario encontrar dos entradas diferentes x e y para las cuales f(x) = f(y). Puesto
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gue no hay necesariamente una estructura en la funcién f que ayude a encontrar dos
de estas entradas, es necesario probar 21 + 1 entradas para encontrar s con certeza.
El algoritmo cuantico de Simon permite encontrar s utilizando menos consultas que

cualquier método clasico, en concreto con O(n).

El objetivo, por tanto, del problema es encontrar s # 0”. Se utilizan dos registros,

como se puede observar en la siguiente figura.

oo — - :
o —— |

. _

v
A

Uy
wol) ———— -
nlo Sl v f@)
Yn-1/0) 3 g

Figura 6: Algoritmo de Simon. Elaboracién propia.

El registro x es necesario pues f : {0,1}" — {0,1}" y otro registro auxiliar y. Por

tanto son necesarios 2" cubits y serd necesario iterar el algoritmo varias veces.

Inicialmente el estado del sistema se encuentraen |y) = |0)®" ® |0)®”, al aplicar las

puertas de Hadamard al registro x el sistema evolucionara al estado:

ly) = jz—,,zi’;z,l Ix) ® |0)®"

Es decir, una superposicion uniforme del registro x combinado con un registro y en
estado 0%”. A continuacién se aplica el oraculo, la funcidon f : [x) @ |y) — |x) ®
|y f(x)) aplicada al estado anterior resulta en un nuevo estado |x) ® | f(x)) ya que

ly) = |O)®" y el circuito finaliza aplicando puertas de Hadamard de nuevo al registro
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x, se obtiene el estado final:
¥) = == T2 1) @ 1700) — % T B @ 17(0) =
D5 e |5 DL )]

Por lo tanto, de la expresién anterior, la probabilidad de observar una |y) es el cua-
drado de la magnitud del coeficiente asociado, de otra forma, se observara |y) con

probabilidad:

Ly 1)"y|f(x)>H

Y por la regla de Born, la suma de los cuadrados de los valores absolutos de los coefi-

cientes deberan sumar 1, es decir:

2
HEED©| =1

T i

En el caso en el que s = 0, es decir f es 1:1, debido a que hay un numero finito de
valores, cuando se itera sobre todos los valores de x, también se hace sobre todos los
valores de f(x), solo que en un orden diferente. Tomando la suma de los cuadrados
de los coeficientes para todos los |x) para obtener el cuadrado de la longitud, se ob-
tiene el mismo valor que la suma de los cuadrados de los coeficientes cuando usamos
| f(x)). En otras palabras, dos vectores que solo se diferencian en una permutacién de
sus coeficientes tienen la misma longitud. Para cada | f(x))se eleva al cuadrado cada

coeficiente zin(_l)xw para obtener 2% y sumando todos los 2" de | f(x)).

Por tanto:

> 22 _1( l)xylf(x))” 2”21,1 = z—ln y se puede concluir que para el
casoenelques = 0, la probabllldad de observar cualquiera de los 2" de |y) en el
proceso de medida es — . Si se ejecuta el circuito muchas veces y se observa esta

distribucién uniforme de |y) indicaria que s = 0.

Aunque es trivial en este caso, debido a que s = 0, esta distribucién uniforme obser-

vada es igual a todo |y) talque y - r = 0.

Para el caso en el que s # 0 la funcién f es 2 : 1. Mientras que x puede tomar
cualquiera de los 2" valores en {0, 1}", f(x) solamente podra tomar la mitad de esos

valores que se expresa como el conjunto {0, 1}; orango de f.
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Para uno de esos valores z en el rango de f existen dos cadena binarias de longitud »

que tiene asignadas: x, y su compafiera x, @ s.

La probabilidad de observar un estado |y) particular al realizar el proceso de medida

es, todavia:

2 Zeeqoay (17 + (=1 |z>||

Ly2i- 1)”|f(x)>H

1 . . 2 0, s-y=1
2 ecioan (D= + A+ (D)) =

s-y=0

on—=172

La distribucién uniforme de estados observados en este caso son aquellos para los que

y-s=0.
y1-5=0
y:8=0
Yp_1:-85=0

La medicidn de este estado da como resultado una serie de estados aleatoria que sa-
tisfacen tal que y - s = 0 mod 2. Este calculo se repite hasta que se han encontrado
n ecuaciones linealmente independientes. Cada vez que se repite el calculo, la ecua-
cion resultante tiene al menos un 50 por ciento de posibilidades de ser linealmente
independiente de las ecuaciones anteriores obtenidas. Después de repetir el calculo
2" veces, hay un 50 por ciento de probabilidad de que se hayan encontrado n ecuacio-
nes linealmente independientes. Estas ecuaciones se pueden resolver para encontrar
s en O(n?) pasos. Por lo tanto, con alta probabilidad, la cadena buscada s se encon-
trard con O(n) llamadas a Uy, seguidas de O(n?) pasos para resolver el conjunto de

ecuaciones resultante.
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Figura 7: Algoritmo de Simon para 3 cubits con s=101. Elaboracidén propia.

Transformada cuantica de Fourier

La transformada de Fourier tiene multitud de aplicaciones y versiones en la compu-
tacidén cldsica, desde el procesamiento de senales hasta la compresion de datos y la
teoria de la complejidad. La transformada cuantica de Fourier (QFT) es la implemen-
tacidn cudntica de la transformada discreta de Fourier sobre las amplitudes de una
funcion de onda. Es parte de muchos algoritmos cudnticos, sobre todo el algoritmo

de factorizacion de Shor y el de estimacion de fase (QPE, Quantum Phase Estimation).

La transformacién cuantica de Fourier (QFT) esta basada en la transformacién discreta
de Fourier (DFT) cldsica y suimplementacién eficiente, la transformada rapida de Fou-
rier (FFT). A continuacidn se describe brevemente la transformada de Fourier discreta
clasica (DFT) y la transformada de Fourier rapida (FFT) antes de describir la transfor-
mada cuantica de Fourier (QFT) y su implementacién cudntica sorprendentemente

eficiente.

La transformada discreta de Fourier (DFT) transforma una funcién matematica repre-

sentada en el dominio del tiempo en otra representada en el dominio de la frecuencia.
La DFT transforma un vector de N numeros complejos (x, ..., X y_1) en otro vector

de N numeros complejos (yy, ..., ¥y _1) mediante la férmula:
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jk

-3
donde:

jl 27tk
wy =e N

La transformada discreta de Fourier se puede ver como una transformacion lineal:

x(0) ¥(0)
x(1) i (1)
[ X(N — 1) | | V(N = 1)

De forma similar la transformada cudntica de Fourier actla sobre un estado |X) =

Z, o X;|j)yloasigna al estado |Y) = Zk o yklk) segun la formula:

Z donde ¥ = &2
\/_ X a)N Wy =e

N-1_jk . .
Que se puede expresar como: |J) k=0 a)év donde la transformacién unita-

ria QFT tiene la representacion matr|C|aI 5|gU|ente:

N 1
OFT = ]
=I5
Observar que solo las amplitudes de esta transformacion se ven afectadas por ella.

La transformada cuantica de Fourier (QFT) realiza un cambio de base, transformando
el estado expresado en la base computacional al estado correspondiente en la base de
Fourier. La puerta de Hadamard es la versidn de un cubit de la transformada cuantica
de Fourier, transformando de la base computacional |0), |[1) a la base de Hadamard
[+),|—) y de la misma forma, cualquier estado de n cubits en la base computacional
tiene un estado correspondiente en la base de Fourier. Normalmente se utiliza la tilde

para indicar que el estado esta expresado en la base de Fourier: QFT|x) = |>Nc)

Utilizando la base computacional, un nimero binario se almacena en un registro de cu-
bits utilizando la base computacional, asi, utilizando un registro de cuatro cubits, el nu-
mero 5 se representacomo |[0)|1)|0)|1), el nUmero 7 se representacomo |[0)[1)]|1)|1),

etc.
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Se puede observar que la frecuencia con la que cambian los estados de los cuatro cu-
bits a medida que vamos recorriendo los valores del 0 al 15 es distinta para cada uno
de ellos, el cubit que representa al digito menos significativo cambia cada vez que in-
crementamos en 1 el valor a representar, el siguiente cambia cada dos incrementos, el
siguiente cada cuatro y el de mayor peso cambia cada 8 incrementos. Esta progresion
continuaria de la misma forma para niumeros representados con n cubits, de forma

que el digito n cambiaria cada 2" incrementos.

En la base de Fourier la informacién se almacena de forma diferente, se almacenan
en la fase mediante rotaciones alrededor del eje Z. El nimero que se desea almacenar
determina el dngulo de la fase en el que cada cubit se debera rotar alrededor del eje
Z . Asi, para representar el nimero 5 se debera rotar el cubit correspondiente al digito
de menos peso Z%Zn = 1%27[ radianes. El siguiente se rotara el doble del anterior, es
decir, %Zﬂ' = 18—07r = %ﬁ', el siguiente el doble, %Zﬂ y el cuarto, el correspondiente al
digito mas significativo se debera rotar el doble del anterior, es decir %27[ =5r =nr.
Al igual que ocurre con la base computacional, en este caso también los cambios en
los cubits tienen diferente frecuencia a medida que se va incrementando el nimero a
representar. El cubit correspondiente al digito menos significativo tiene la frecuencia

mas baja.
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Figura 8: Representacion de los numeros del 0 al 4 con dos cubits, en la base de Fourier.
Para el nimero 0, la fase asociada a cada elemento de la base es 0; para el nimero 1,
la fase asociada a cada elemento de la base es la del elemento anterior mds 7/2; para
el numero 2, la fase asociada a cada elemento de la base es la del elemento anterior
mas x, finalmente para el nUmero 3, la fase asociada a cada elemento de la base es la
del elemento anterior mas 3z/2. Elaboracién propia.

El ejemplo mas simple posible es la transformada de Fourier cuantica actuando sobre
un cubit en el estado |y) = «|0) + f|1). Eneste caso, xg =@, x; = f,and N = 2.

Por lo tanto:

_ A [ % | p @nid] _ 1
)’o—ﬁ[ae 20 4 e —ﬁ(a+ﬂ)
1 27 %t 2xid 1
5= s e E 0 = Foa -

Por lo tanto, el estado final sera:
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OFT|y) = %(a + )|0) + %(a — p)I1)

Lo cual corresponde exactamente con la transformada de Hadamard actuando sobre
el cubit donde se puede ver como la puerta H realiza la transformada de Fourier sobre

las amplitudes del estado para N = 2.

=20 = 2 P = q0y+ 1)
Va1 —1||p] V2|e-p

A continuacion se estudia la transformada cudntica de Fourier para el caso general de

N = 2" donde n es el numero de cubits.

Como se ha descrito anteriormente, QTF es un operador unitario que transforma el

N-1_ .
estado [x) = X, X;1j) = [X,_1,X,_5, ... Xo), en el estado |y) = 2, o yjlj)

|Yp—1> Yy ---Yo) de la siguiente forma:

QFTN|x>=ﬁZ§V=51w}‘Vy|y> v—ZN e y)

N-1 2 N-1 2mx e
\/—Z mxzk o 2” |y> \/—Z Y= 0 Sn— k|y>
\/_ ZN 1 27171X(2n O+2n 1 +2n 2 +. Zinnil)|y>
N-1 2 =2 J1 i 1 2mix 2k
\/_ 2 mx "o m-Te on— 2 |y> \/_ Zy—O Z o€ on— k |y>
Puesto que:

1
Zy—O | > = Zyn 1=0 Zyn 1=0 Zyn 2=0"" Zyozo |yn—1yn—2yn—3,..y0>

Se tiene que:

1 2mix ="+ 1 27rtx X
= Zomo [lizoe 3= X o Zomo 7 Mo P13, aT-2Vacs J0)

1 n—2 me yk 2m'xy_”—_i
=25, 120 Zyp=0 l\/_ Mo e 2 F e 27010y, 59,3 Yo)+

—Vk : Yn—1
n—2 me o 2rix ——L—= =)
e 2 V|ly, 5¥,_3. Vo)

+ T3

1 2 me yk 27zix+
= Zyn—2=0 ZJ’O_O [\/_ H" - 220010y, _2Y,-3..Yo)+
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Yk . 1
n—2 27[lx ek ZHIXT
201y, 5Yn-3..Y0)

+= 15

1 2 me o
:z)’n—2=0"'z}’0_0 \/_H” 2 k|0yn 2Vn-3.Yo)t

2 me Yk 27mix
ke 2 |1yn 2Vn-3.. yO)l

\/— Hk
1 n—2 2mwix

1 2zix 1 =k
= W(IO) +e 7 IO o Lyg=o [lk=0€" " Vu-2¥n-3.%0)

2rwix 2rwix

=}<|o>+e 1) ® (10) + ¢ 22 [1) @ ([0) + ¢ 2 |1))... ® (|0) + e 27 [1))

Expandiendo x :

.o X0 2 (X0 4 X1
— ﬁ(|0> + eZm( > +X1+2X2+2 X3+)|1>) ® (|0> + eZm( 2 + > +X2+2X3+)|1>) ® (|O> +

(204 X1 X2
eZﬂ'l( ] + 2 + > +X3+.)|1>) ® .

27n

Como las rotaciones 2 - n no tienen efecto, ya que e“*" = 1, se sigue que:

i = 27i

L (10) + e¥'2]1)) ® ([0) + e Z|1) ® (10) + " P 1)) ® ...

~ N

La expresion anterior, representada graficamente, corresponde a la siguiente secuen-

BORCIRC

Figura 9: Representacion grafica de las rotaciones. Elaboracion propia.

Expandiendo X se llega finalmente a la expresion:

27:1( 2m(23+22+

;X0
OFTylx) = Z=(0)+¢™ 2 |1))®@(0) +e 1) ®(10)+e 2I1)®
(X0 X1 Xn=1
L ® (|0> + e27z:1(2n+2n_1+.‘.+ 5 )|1>)
A continuacion se describe como trasladar la anterior expresion a un circuito.

Puesto que:
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(0 +°(1) = Z=(10) +11)).  x, =0

Z500) +¢™ 1)) = 1 V2 v
Z500) +e™11) = Zo(10) ~ 1)) 3, =1

Es justamente el comportamiento de la puerta de Hadamard actuando sobre x;:

1
—(0)+ 1) =|+), x, =0
H|zy) = V2 ‘

1
$(|0> 1) =1-), x=1
1 0
Por otro lado, la puerta de fase P(0) = " actua, asignando:

|0) — [0)
1) — €|1)
Asi, para tres cubits:

|X> = |X2, X1, X0>

. X0 LXQ , X1, X1
27r1(2—2+ 27r1(2—3+2—2+—)

OFTylx) = L(10) + 7 1) ® (|0) + ™27 2)|1)) @ (10) + e )|1))

V8
El dltimo término:

X

(X0 X1 X1 i X0 X1 X X0 X .
G+t )|1) =10) + 7B 2 s 1) = |0) + "' 2 e’”Tle’”"2|1)

|0) + e

Y por tanto se puede representar como el circuito mostrado en la siguiente figura ya
que el estado del cubit x, debe rotar z radianes solo si es |1) lo cual es justamente
el comportamiento que proporciona la puerta H; debera adicionalmente rotar z/2
radianes solo si es |1) el cubit x; lo cual es el comportamiento que proporciona la
puerta P(x/2) controlada por el cubit x; y finalmente debera rotar adicionalmente
7/4 radianes solo si es |1) el cubit x; lo cual, de nuevo, es el comportamiento que

proporciona la puerta P(x/4) controlada por el cubit x.
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o o — 1)

Figura 10: Representacién como circuito del ultimo termino de la expresidon corres-
pondiente a la transformada cudntica de Fourier para tres cubits. Elaboracion propia.

Completando el circuito para el resto de términos siguiendo el mismo esquema se ob-
tiene el circuito que proporciona la transformada cuantica de Fourier para tres cubits

gue se muestra en la siguiente figura:

o0 — ‘
Figura 11: Circuito que implementa la transformada de Fourier para 3 cubits. Elabora-
cién propia.
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