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|deas clave

8.1 Introduccion y objetivos

Este capitulo y los siguientes se dedican a los algoritmos cuanticos, calculos cuanticos
gue superan a los clasicos. Estos algoritmos utilizan puertas simples y otras transfor-
maciones unitarias mds generales que no tienen equivalentes clasicas. Desde un punto
de vista geométrico, todas las transformaciones del estado cudntico en n cubits son

rotaciones del espacio de estados complejo de 2" dimensiones.

Se estudian las transformaciones cudnticas que pueden implementarse de manera
eficiente y como tales transformaciones pueden usarse para acelerar ciertos tipos de
computacion. La clave para disefiar un algoritmo verdaderamente cuantico es descu-
brir como usar estas puertas unitarias basicas no clasicas para realizar un calculo de
manera mas eficiente. En este y en los siguientes temas, los algoritmos se discuten en
términos del modelo de circuito estandar de computacion cudntica que se ha estudia-

do en temas anteriores.

La forma en que se calcula la eficiencia en el modelo de circuito cuantico se aseme-
ja a la forma en que se calcula de forma clasica, lo que facilita la comparacién de la

eficiencia de los algoritmos cuanticos y clasicos.

Los primeros algoritmos cudnticos se disefiaron utilizando el modelo de circuito. Es-
te modelo no es el Unico, ni necesariamente el mejor, para el disefio de algoritmos

cuanticos.

En el modelo de circuito estandar de computacion cudntica, la eficiencia de un algorit-
mo cuantico se calcula en funcién de la complejidad del circuito (nUmero de puertas
basicas junto con el niUmero de cubits utilizados), para el conjunto de circuitos utiliza-
dos en la implementacidn del algoritmo. A veces, la medida de la eficiencia considera

otros recursos, por ejemplo, se podria considerar la cantidad de bits o cubits trans-
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mitidos entre dos partes para realizar una determinada tarea, o la cantidad de invo-
caciones a una funcion. A este Ultimo tipo de funcién se le suele denominar oraculo,
ya que su funcionamiento interno se desconoce y no es accesible, solo el resultado
de su aplicacién. Estas diversas nociones de complejidad se estudian en los préximos

apartados.

El tema comienza con el estudio general de la computacidn utilizando la superposi-
cion, incluyendo el concepto de paralelismo cudntico. A continuacidn se describen los
tipos de complejidad relativos al circuito, la consulta y la comunicacién. El algoritmo
de Deutsch proporciona el primer ejemplo de un algoritmo verdaderamente cuantico,

uno para el que no existe un andlogo clasico.

Las subrutinas cuanticas permitiran la comprension de varios algoritmos cuanticos
simples, incluido el algoritmo de Simon, que inspird el algoritmo de factorizacién de
Shor. Si bien los problemas que resuelven estos algoritmos no son muy interesantes,
un estudio de las técnicas que utilizan ayudard a comprender otros algoritmos mas

utiles como el algoritmo de Grover o el algoritmo de Shor.

» Computacidn en superposicion

» Paralelismo cuantico

» Complejidad de circuito, consulta y comunicacion

» Algoritmo de Deutsch

» Primitivas

» Cambios de fase

» Phase Kickback
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8.2 Computando en superposicion

Los algoritmos cuanticos suelen comenzar creando una superposicidn cuanticay luego
haciéndola evolucionar a través de una version cuantica de un circuito clasico que
calcula una determinada funcidn. Esta técnica, llamada paralelismo cuantico, no logra
nada por si misma (cualquier algoritmo que se detuviera en este punto no tendria
ninguna ventaja sobre un algoritmo cldsico), pero proporciona un punto de partida
gue resulta util a la hora de disefiar algoritmos, por ejemplo, el algoritmo de Shor o el

de Grover comienzan con la configuracion de paralelismo cuantico.

El paralelismo cudntico, el primer paso de muchos algoritmos cudnticos, comienza
utilizando la transformada de Hadamard para crear una superposicién de todos los

posibles valores de entrada.

La transformacion de Hadamard, aplicada al estado |0) crea un estado en superposi-

cién, como se muestra graficamente en la siguiente figura:

H|0) = %(lm + 1))

50% 50% 50% ‘J \‘

— — — \ )

’/' N /4 N/ N\ N4
N NN/ N
50% ‘\ ]
|0> NG

Figura 1: Aplicacion de la puerta de Hadamard al estado |0),estado en superposicién
uniforme y medicion. Elaboracidn propia.

Aplicando la transformada de Hadamard a cada uno de los cubits de un registro de
n cubits, todos ellos en estado inicial |0), se genera una superposicion de todos los
2" vectores de la base computacional, que pueden verse como la representacion en

binario de los nimeros de 0 a 2" — 1, es decir:
(HR®H® ---® H)|00...0) = H®"|0)®" =

1 —
ﬁ(ﬂo) +IHRU0)Y+ 1) ®---®(|0) +[1))) =
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1 -1
——(|0...00) + |0...01) +]0...10) + - - - + |1...11)) = T I

\/2_,,

5
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Figura 2: Aplicacidn de la puerta de Hadamard a un registro de 5 cubits inicializados al
estado. Elaboracidn propia.

(V)
—

(=]

Cualquier transformacion de la forma Ur = |x,y) = |x,y ® f(x)) es lineal y por lo
tanto, el resultado cuando actta sobre una superposicion de estados ) a,|x) es el

siguiente:

Uyt Xy alx,0) = X afx, f(x))

Si se considera el efecto de aplicar U a la superposicion de valores de 0 a 2" -1,

obtenidos de la transformaciéon de Hadamard, se obtiene:

U, : (H|0)®0) = # > 1x0[0) — # SN 0)

Después de una sola aplicacion de Uy, la superposicion ahora contiene todos los 2"
valores de la funcion f(x) entrelazados con su correspondiente valor de entrada x.
A este efecto se le denomina paralelismo cuantico ya que n cubits permiten trabajar
simultaneamente con 2" valores, el paralelismo cuantico, en cierto sentido, elude a la
relacién entre tiempo de cdmputo y espacio necesario impuesto al paralelismo clasico,
gracias a la capacidad de mantener, en una cantidad de espacio fisico lineal, un nimero

exponencial de valores.

Sin embargo, este efecto proporciona menos beneficios de los que se podrian esperar
inicialmente. En primer lugar, solo se puede acceder a parte de la informacién en su-
perposicidn, no es posible acceder de forma independiente a los 2" valores de f. Se
puede extraer informacion midiendo los estados, pero la medicidn, en la base estan-

dar, proyectara el estado final en un solo par |x, f(x)) aleatoriamente.
El siguiente ejemplo muestra, utilizando la configuracidn basica, las limitaciones de
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la superposicion derivada del paralelismo cuantico por si mismo, sin realizar ninguna

transformacion adicional.

@) @) Wl e A y)
) ) o o 0

) 2 A g) pos :

o —Jl —5(00+ 1)

o 0 +1) 5(1000) +1010) + [100) + [111))

Figura 3: Puerta de Toffoli (CCNOT) que realiza la funcion AN D de dos valores de
entrada x e y, tabla de verdad de la funcidon y resultado de su aplicacidon sobre un
estado en superposicién uniforme. Elaboracién propia.

En lugar de elegir como valores de entrada para |x) e | y) los estados cldsicos, [0) y |1),
se proporciona una entrada en superposicion de todas las posibles combinaciones de
bits de x e y junto con un registro de un solo cubit, inicializado a |0), para contener el

resultado.

Aplicando puertas Hadamard a cada uno de los cubits de entrada obtendremos el si-

guiente resultado:

H|00) ® |0) = %00) +1) ® %00) +11) ® |0) =

2(/000) + [010) + |100) + [110))
Al aplicar la puerta de Toffoli a esta superposicién de entradas se obtiene:

CCNOT(H|00) ® |0)) = 2(/000) + |010) + |100) + |111))

Esta superposicidon puede interpretarse como la tabla de verdad de la funcién AN D.
Los valores de x, y, y x /\ y estdn entrelazados de tal manera que la medicién en la

base estandar dard como resultado una de las lineas de la tabla de verdad.
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__NONORORORORON®

1000> |001> |010> |011> /100> |101> |110> [111>
|0) ® H|00)
|000> |001> |010> |011> /100> |101> [110> [111>

CCNOT(|0) ® H|00))

ORON®

[000> |001> (010> 011> (100> |101> (110> (111>

Figura 4: Notacion con circulos del efecto de la puerta de Toffoli (CCNOT) sobre una
superposicién uniforme. Elaboracién propia.

Realizar el computo de la funcion AN D utilizando el paralelismo y luego realizar el
proceso de medicion utilizando la base estandar no proporciona ventaja alguna en
comparacién con el paralelismo clasico ya que solo se obtiene un resultado y es, ade-

mas, aleatorio entre los posibles resultados.

La expresion Loy Nl (x)) sugiere que la transformacién cuantica U ;, actuan-
NG x=0 f

do sobre la superposicion )’ |x)|0), esta realizando una computacion exponencial-
mente mayor a la que realiza una computacion clasica que calcula f(x) a partir de x.
De manera similar, el tamafio exponencial del espacio de estados cuanticos de n cu-
bits puede sugerir que siempre se puede obtener una aceleracidn exponencial sobre
el caso clasico utilizando el paralelismo cuantico. Esta afirmacidn es, generalmente,
incorrecta, aunque en ciertos casos especiales la computacidn cuantica proporciona
tales aceleraciones. Como se ha estudiado en varias ocasiones, el proceso de medida
solo permite extraer un par entrada / salida del estado en superposicion. No es posible

extraer mas pares de entrada / salida de ninguna otra manera ya que solo se pueden
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extraer m bits de informacién de un estado de m cubits. Por lo tanto, mientras que los
2" valores de f(x) aparecen en el estado de superposicion, se necesitan 2" calculos
de U para obtenerlos todos, como ocurre en el caso clasico. Si bien algunos algorit-
mos proporcionan una ventaja exponencial sobre los algoritmos cldsicos, existen pro-
blemas para los que se sabe que ningun algoritmo cuantico puede proporcionar una
aceleracion exponencial. Ademas, es posible demostrar que para muchos problemas,
la computacidn cuantica no puede proporcionar ninguna aceleracién en absoluto. Por
tanto, el paralelismo cudantico y la computacion cudntica no proporcionan, en general,
la aceleracion exponencial sugerida por la notaciéon. Ademas, una superposicién como
ﬁ ZXN;Ol |x)| f(x)) no es sino un solo estado del espacio de estado. El espacio de es-
tados cuanticos de un sistema de n cubits es extremadamente grande, tan grande que
la gran mayoria de los estados ni siquiera pueden aproximarse mediante un algorit-
mo cuantico eficiente. Por lo tanto, un algoritmo cuantico eficiente ni siquiera puede
acercarse a la mayoria de los estados del espacio de estados. Por esta razon, el para-
lelismo cuantico no hace uso del espacio de estado completo como no lo hacen los
algoritmos cuanticos eficientes. Incluso cuando el paralelismo cudntico puede usarse
para describir un algoritmo, no es necesariamente correcto verlo como el factor de-
terminante del algoritmo. Entender de dénde proviene el poder de la computacion
cuantica sigue siendo una cuestién de investigacién abierta, como lo es, entender el

potencial del entrelazamiento.

Cuando los algoritmos se describen en términos de paralelismo cuantico, la clave del
algoritmo es la forma en que el algoritmo manipula el estado generado por el para-
lelismo cuantico. Este tipo de manipulacidon no tiene un analogo clasico y requiere
técnicas de programacion no tradicionales como la transformacién del estado de tal
forma que los valores que proporcionan los resultados del problema estén asociados
a estados con una mayor amplitud y por tanto, tengan una mayor probabilidad de ser
observados en el proceso de medida o la de encontrar propiedades en el conjunto de
todos los valores de f(x), como hacen varios de los algoritmos que se estudiardn en

el siguiente tema.
Complejidad

La teoria de la complejidad analiza los recursos necesarios, normalmente tiempo o es-
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pacio, para realizar un calculo. Las maquinas de Turing proporcionan un modelo formal
de computacion que se utiliza a menudo para razonar sobre la complejidad compu-
tacional. Debido a que la mayoria de las investigaciones sobre algoritmos cudnticos
discuten la complejidad en términos de complejidad de circuitos cuanticos, se seguird
ese enfoque. Otras medidas de complejidad es la complejidad de la consulta cudntica
y una serie de medidas de complejidad que se utilizan para analizar los protocolos de

comunicacion cuantica.

Una familia de circuitos C = C,, consta de circuitos C, indexados por el tamafio ma-
ximo de entrada para ese circuito; el circuito C, maneja entradas de tamafio n (bits o

cubits).

La complejidad de un circuito C se define como el nimero de puertas simples que con-
tiene, donde se debe especificar el conjunto de puertas simples a considerar. Cualquie-
ra de los conjuntos de puertas simples estudiados en temas anteriores proporcionaria

la misma complejidad.

Los modelos de complejidad de circuitos no son uniformes, ya que para manejar ta-
mafios de entrada mas grandes se requieren circuitos diferentes y mayores. Tanto las
maquinas de Turing cudnticas como las clasicas, por el contrario, pueden manejar una
entrada arbitrariamente grande. La falta de uniformidad de los modelos de circuitos
hace que la complejidad de los circuitos sea mas complicada de definir que los mode-
los de maquina de Turing debido al siguiente problema: la complejidad puede ocultar-
se en la complejidad de construir los circuitos C,, incluso si el tamafio de los circuitos
C, estad acotado asintéticamente. Para poder obtener unos valores de complejidad
sensatos, similares a los basados en la maquina de Turing, se deben imponer condi-

ciones de uniformidad y de consistencia.

Una familia de circuitos C es consistente si sus circuitos C, dan resultados consistentes
para todo m < n: aplicar el circuito C,, a la entrada x de tamafio m debe dar el mismo

resultado que aplicar C,, a esa entrada.

En cuanto a la uniformidad, la condicion de uniformidad mas comun es la de unifor-
midad polinomial. Una familia de circuitos es polinomialmente uniforme si existe un

algoritmo clasico de tiempo polinomial que genera los circuitos. La condicién de uni-
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formidad significa que la construccion del circuito no puede ser arbitrariamente com-

pleja.

Complejidad en la consulta

Los primeros algoritmos cuanticos resuelven problemas de tipo oraculo, un oraculo
genera el resultado f(x) cuando se le proporciona la entrada x, como se muestra en

la siguiente figura.

) & f(z) @ y)

Figura 5: Oraculo. Elaboracién propia.

El oraculo U transforma el estado de entrada de la siguiente forma:

Entrada: ) a,|y)|x)
Resultado: ) a,|f(x) @ y, x)

El término oraculo resalta el hecho de que solo la salida puede usarse para resolver
el problema, no se conoce, ni su implementacién, ni cualquiera de los valores inter-
medios de su proceso de computo. El tipo de complejidad manejado normalmente
para un oraculo es el de la complejidad de la consulta: cuantas consultas al oraculo

son necesarias para resolver el problema.

Los algoritmos de tipo oraculo de baja complejidad de consulta, algoritmos que re-
suelven un problema con pocas consultas al oraculo, solo son de uso practico si la
implementacién del ordculo es eficiente. El oraculo permite establecer limites inferio-
res a la complejidad del circuito de un problema. Si la complejidad de la consulta es de

un orden de magnitud de N, es decir, se requieren al menos N consultas al ordculo,
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entonces, la complejidad del circuito sera, como minimo, N.

Se han utilizado oraculos para determinar el limite inferior en la complejidad del circui-
to para ciertos algoritmos, pero su primer uso en la computacién cuantica fue mostrar
gue la complejidad de la consulta del algoritmo cuantico, el nimero de consultas ne-
cesarias, para ciertos problemas de tipo ordculos, era significativamente menor que
la complejidad de la consulta clasica de un oraculo clasico para resolver ese mismo

mismo problema.
Complejidad de comunicacion

Para los protocolos de comunicaciones, las medidas de complejidad incluyen el nidme-
ro minimo de bits, o el nUmero minimo de cubits, que deben transmitirse para realizar
una tarea. Otros recursos, como el niumero de bits de aleatoriedad compartida o, en
el caso cuantico, el nimero de pares EPR compartidos podrian o no considerarse. Exis-
ten varias nociones de complejidad relativas a la comunicacién, dependiendo de si la
tarea requiere la transmision de informacidn cuantica o clasica, si se pueden enviar

cubits o bits y qué recursos de entrelazamiento se pueden usar.

En el caso de la codificacidn superdensa, la complejidad que se considera es el niumero
de cubits que deben enviarse para comunicar n bits de informacidn, que es n/2, al igual

gue el otro recurso, el nimero de pares entrelazados requeridos.

La teleportacion, por el contrario, tiene como objetivo transmitir informacién cuantica
utilizando un canal cldsico que solo puede enviar bits, no cubits. La nocidn de comple-
jidad relevante es el nimero de bits necesarios para transmitir n cubits de informacién

cuantica de forma que se pueden usar 2n bits para transmitir el estado de z cubits.

8.3 Algoritmo de Deutsch

Creado por David Deutsch en 1985, fue el primer algoritmo que mostré que la compu-
tacién cuantica podria superar a la computacién cldsica, se trata de un problema de

tipo oraculo con una complejidad de consulta inferior a cualquier algoritmo clasico, es
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decir, resuelve el problema con menos consultas al oraculo de las que son necesarias
en su version cldsica. Aunque se trata de un problema muy simple sin utilidad practica,
contiene una serie de elementos clave para la computacion cuantica que se aplicaran

en algoritmos cudnticos mas complejos.

El problema de Deutsch se expresa de la siguiente forma: dada una funcidn booleana

f 10,1 - 0,1, se debera determinar si esta funcién es o no constante.
Existen dos posibles configuraciones para el caso de una funcién constante:
Ambas entradas 0y 1 son asignadas a 0. Es decir f(0) = f(1) =0

Ambas entradas 0y 1 son asignadas a 1. Es decir f(0) = f(1) =1

Y otras dos para el caso en el que la funcidn no es constante:

Ambas entradas 0 y 1 permanecen igual a la salida, sin cambios. Es decir f(0) =0y

f=1
Ambas entradas 0 y 1 son intercambiadas en la salida. Es decir f(0) =1y f(1) =0

El algoritmo cuantico de Deutsch, requiere una sola consulta al oraculo para resolver el
problema mientras que cualquier algoritmo cldsico requiere dos consultas a un oraculo

clasico equivalente.

La siguiente implementacién, mostrada en la figura, es irreversible y por tanto invalida

en el contexto de la computacién cudntica.

&) ——> Uy —> /(=)

Figura 6: Una implementacion de U ; no valida, al ser irreversible. Elaboracion propia.

Como se ha estudiado en temas anteriores, para garantizar la reversibilidad, una fun-

cién f que actua sobre un Unico bit requiere una implementacién cuantica mediante
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una transformacién unitaria Uy que tiene dos cubits de entrada y dos de salida, como

se puede observar en la figura siguiente.

) — > > [2)

ly) — ) L 5 [y® f(z))

Figura 7: Efecto de la transformacion unitaria Ug. Elaboracion propia.

La clave del algoritmo esta en colocar en estado de superposicidn, el segundo cubit de

entrada al oraculo.

Para la entrada |x)|y), U, produce |x)|f(x) @ y), por lo que cuando |y) = |0), el
resultado de aplicar Uy es |x)] f(x)).

e I
|

c2 y

Figura 8: Algoritmo de Deutsch. Elaboracion propia.

El algoritmo aplica U al estado de dos cubit |+)|—), donde el primer cubit es una
superposicion de los dos valores en el dominio de f, y el segundo cubit estd en el

estado en superposicién: |—) = i(lO) —|1)).

\/5

Por lo tanto:
Us(14+)1-)) = U;(G(10) + [1))([0) — 1)) =
2310)(10® f(0) - 11@ ) +11)(0® f(1) - 11@ F (D))
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O lo que es equivalente: U, (|+)|-)) = 3 X1, [x)(10 @ £(x)) = [1& f(x)))

Si: f(x) = 0, entonces: %(IO Sy -1 f(0))) = %00) - 1) =1-)

Si: f(x) = 1, entonces: %uo S f(X) - 18 f(0) = %un — o) = —|-)

Por lo tanto:

Uf(% Yo IX)=)) = % o1 P x)|-)

En el caso en el que f es constante, f(0) = f(1) =00 f(0) = f(1) = 1y por tanto:
75 Zaco- D@ 01=) = Z(D10)1=) + (D)D) = =10} + 1)) =
[-+)1-)

% Yo Ox)-) = %((—1)1|0>|—))+((—1)1|1)|—>)) = %(—IO) —11)I-) =
—[+)-)

En el caso en el que f no es constante, f(0) =0, f(1)=10f(0)=1, f(1)=0

y por tanto:

1 1 x _ 1 1 _
7 1)/ Px)-) = $<<—1>°|0>|—>> + (DY) = $(|O> —[1)]-) =
|-)1-)

1 1 x _ 1 1 _
7 %:)o(—l)f Ox)|-) = ﬁ((—1>1|0>|—>>+((—1)°|1>|—>>) = 10 +11)1-) =
_|_ |_

Si f es constante, (—l)f(x) es solo una fase global que carece de significado fisico, por

lo que el estado es simplemente |+)|—).

En el caso en el que f no es constante, el término (—l)f(x) niega exactamente uno

de los términos en la superposicion, por lo que, ignorando la fase global, el estado es

=)=

Si se aplica una puerta de Hadamard al primer cubit y se realiza el proceso de medida,
se obtendra |0) en el caso de que f es constante y |1) cuando no lo es. Por tanto, con
una sola consulta a Usse puede resolver el problema demostrando ademas que los

procesos cuanticos no tienen por qué ser probabilisticos.
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ly) —— — ly® f(z))

f0) (1)

] Uf - é 0 1
] Uf B é 1 0

Uy 11

— "

Figura 9: Implementaciéon de cuatro posibles ordculos para el algoritmo de Deutsch.
Elaboracidn propia.

La figura anterior muestra una forma de implementar cada uno de los cuatro oraculos
Uy del algoritmo de Deutsch utilizando puertas cudnticas simples que realizan las cua-
tro posibles funciones f.Enelcaso 00, f(0) = f(1) =0y Us actua como laidentidad.
Enel caso 11, f(0) = f(1) = 1y U, invierte el registro de salida con independencia
del registro de entrada. En el caso 01, f actia como la identidad, y por lo tanto U,
actua como CNOT con el registro de entrada como bit de control. En el caso 10, f
intercambia Oy 1, Uy invierte el bit de destino si y solo si el bit de control es 0. Esto
es equivalente a combinar una puerta C N OT con una inversidn incondicional previa

del bit de destino.
Rutinas cuanticas

Como se estudié en temas anteriores, es fundamental realizar la computacién inversa

de los cubits auxiliares, con objeto, no solo de ahorrar espacio, como ocurre en compu-
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tacién clasica, sino también, para eliminar el entrelazamiento de los cubits auxiliares
con los cubis resultado de la computacién, pues de otro modo, podria corromper los
resultados del algoritmo. De otra forma, si un proceso de cdmputo tiene como ob-
jetivo calcular ) ; a|x;), no seria correcto calcular } . a|x;)|y;) y desechar los cubits
correspondientes al registro |y;) a no ser que no exista entrelazamiento entre ambos
registros. Como se ha estudiado, no existe entrelazamiento si es posible expresar el

estado como un producto tensor de los dos registros, lo cual puede ocurrir Gnicamente

sily) =1y;) Vi j.
2 alxply)= (2 alx;) ® y;)

En general, los estados ). a|x;) y X ; a|x;)|y;) se comportan de forma muy distinta.
Asi, si sustituimos el oraculo utilizado en el algoritmo de Deutsch por otro Vi que actua

sobre tres cubits, con el comportamiento que se muestra en la siguiente figura.

Vetlx,t,y) = [x1@x,y® f(x))

lZ) ) > [2)
t) — > Vf L 5 [t®x)
ly) — > L 5 [yo f(2))

Figura 10: Efecto de la transformacién unitaria Ve Elaboracion propia.

El algoritmo deja de funcionar correctamente. Si el estado inicial se establece como

|x,2,y) = |+,0,—), al aplicar V:

V(| +)|0)]-)) = Vf(ﬁ >l o Ix)0Y-)) = % > =D )X -))

El primer cubit se encuentra ahora entrelazado con el segundo y debido a ello, al apli-
car la puerta de Hadamard al primer cubit y realizar la medida, no se obtendra el re-

sultado esperado. Asi, si f es constante, el estado sera: (|00) + |11))|—)y aplicando
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H®I® I se obtendria: %(lOO) +]01)+|10)—|11))|—) y por lo tanto, existe la misma
probabilidad de observar |0) o |1), al igual que ocurre cuando la funcién no es cons-
tante y por lo tanto no es posible distinguir entre los dos estados, el entrelazamiento
con el cubit |#) ha alterado el algoritmo haciéndolo inservible. Si el oraculo V; hubie-
ra realizado la computacion inversa al cubit |t) devolviendolo al estado inicial |0), el
algoritmo funcionaria correctamente, por ejemplo, para una funcién f constante el

estado seria:
3(100) + |10) + |00) — |10))|-) = 3(2|00))|—) = |00)|-)

Si una subrutina tiene como objetivo producir un determinado estado y hace uso de
cubits auxiliares, al finalizar la subrutina los cubits auxiliares no deberan estar entrela-
zados con los cubits objeto del computo pues de no ser asi, no se obtendria el estado

gue se busca.

En las siguientes subrutinas siempre se realiza la computacién inversa de los cubits

auxiliares garantizando que su estado final sea|0).
Cambio de fase para un subconjunto de vectores

El objetivo de esta subrutina es realizar un cambio en la fase de un determinado sub-
conjunto X : {0,1,..., N — 1} de términos de una superposicion |y ) = Zi a;|i). Es

decir, se busca una implementacidn eficiente de la siguiente transformacién:

0 .yN-1 i0
SY 1m0 lx) = Xy ae |x>+2x$X a,|x)

Para ello sera necesario, a su vez, un algoritmo eficiente para computar si un determi-
nado elemento pertenece al conjunto X, es decir, una funcién f(x), tal que:

1, xeX
f(x) =

0, x¢&¢X
La mayoria de los subconjuntos X no tienen esta propiedad. Para los subconjuntos con
esta propiedad, existe un circuito cuantico eficiente para U ;. Dada tal implementacion
para Uy, es posible calcular S§ con algunos pasos adicionales. Se calcula f sobre un
cubit auxiliar utilizando Uf, se usa el valor del cubit auxiliar para efectuar el cambio

de fase, y a continuacion se realiza la computacién inversa sobre el cubit auxiliar para
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eliminar el entrelazamiento entre este y el resto del estado.

Primero se aplica la funcién f al cubit auxiliar @, a continuacidn se desplaza la fase et

solo en el caso en el que el cubit a se encuentre en estado |1) y finalmente se realiza
la computacion inversa para eliminar el entrelazamiento entre el cubit auxiliar a y el
registro | x) de forma que |x) termine en el estado deseado y sin entrelazamiento con

el cubit auxiliar.

Cuando el angulo 8 = r existe una implementacién muy simple: dada Uy, la transfor-

macién S7 puede implementarse inicializando un cubit temporal en el estado |-) =
1

V2

Sea: |w) = X cx &lX) + X zx a:|x) entonces:

(0) — |1)) y entonces utilizando U, para computar.

Uf(|W> ® |-) = Uf(zxeX alx) ® |-)) + Uf(zxgx alx) ®|-)) =
~(Trex @) ® 120 + (Typx ) ® =) = (ST ) @ |-

En particular, el siguiente circuito, actuando sobre un estado |0) de n cubits, junto con
un cubit auxiliar en estado |1) crea una superposicion |y, ) = Z(—l)f(x)lx) donde se
aplica finalmente una puerta de Hadamard al clbit auxiliar con objeto de que pueda

ser reutilizado.

|0) —>.—> )
o —Jill— L )
|0) —>.—> Uf _

=)

Figura 11: Circuito para el caso 8 = x. Elaboracion propia.

Geométricamente, cuando se actua sobre el espacio vectorial de dimensidon N aso-

ciado con el sistema cudntico, la transformacion S es una reflexion sobre el hiper-
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plano de dimension N — k perpendicular al hiperplano de dimensién k generado por

[x)|x € X.

Una reflexion sobre un hiperplano transforma cualquier vector |v) perpendicular al

hiperplano en —|v).

Para cualquier transformacién unitaria U, la transformacion US;;U_1 es una reflexion

sobre el hiperplano perpendicular al hiperplano generado por los vectores U |x)|x € X.

Se puede escribir el resultado de aplicar la transformacién S;’( alasuperposicion H|0)®”como:

ly,) = LN 2(—1)f(x)|x) donde f es la funcidn booleana de pertenencia al conjunto
X:

1, xe X
fx) =

0, x¢X

Oalrevés, dada unafuncién booleana f, se define S;f como S;‘( donde: X =x|f(x)=1

Phase kickback

La ejecucién de un algoritmo cudntico requiere preparar los estados, ejecutar los cir-
cuitos cuanticos sobre ellos, y finalmente leer el resultado. Phase Kickback utiliza la
fase relativa, que es un nimero de la forma e'? y que juega un papel muy importante

en la mecanica cuantica, la informacidn cuantica y la computacién cuantica.

Cada transformacion unitaria puede escribirse en términos de los estados de su base
propia, y su accién se reduce a un conjunto de estas fases. Si la aplicamos sobre uno

de los autoestados, la salida es el mismo estado, multiplicado por esa fase.

Muchos algoritmos cudnticos implican la acumulaciéon de fases por lo que es necesaria

una manera de leer estas fases.

La mas simple de todas las fases es la fase global que, como se ha estudiado en temas
anteriores, carece de significado fisico. Si un operador multiplica el estado por esta
fase global, tal y como hace una transformacién unitaria cuando actua sobre sobre
uno de sus autoestados, la probabilidad de observar un resultado, definida por la regla

de Born, no cambia. Esto significa que la fase global no tiene ningun efecto medible
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fisicamente.

Sin embargo, se puede definir un operador O que multiplica cualquier estado por una

fase global, de la forma:

Sin embargo, cuando se define una operacién controlada sobre ese operador, se trans-
fiere una fase a un componente del estado del cubit de control. Esto contrasta con la
forma normal de pensar sobre las operaciones controladas, en el que el cubit objetivo

es modificado dependiendo del estado del cubit de control.

Sise aplicamos una operaciéon U controlada a un registro donde el subsistema objetivo
esta preparado en un autoestado de U, entonces U actia como el operador Oy, y la

fase correspondiente se transfiere al cubit de control, donde podria leerse.

! ! o

k)

Ulr) = €% |y,

Figura 12: Circuito genérico que muestra la técnica de Phase kickback. Elaboracidn
propia.

Si una sola lectura no permite leer la fase exactamente, este procedimiento se pue-
de repetir, ya que no altera el estado de entrada y sigue siendo el caso si el registro
contiene muchos cubits. La versatilidad y simplicidad de usar un solo cubit para leer
la accién de una transformacién unitaria, arbitrariamente grande, es lo que hace que

phase kickback sea una técnica fundamental en computacién cudntica.

En temas anteriores se ha estudiado como crear entrelazamiento entre dos cubits uti-

lizando una puerta C N OT y colocando al cubit de control en estado de superposicién
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uniforme |+), como se muestra en la siguiente figura..

1 1
0 0)+]1

Figura 13: Entrelazamiento utilizando una puerta CNOT y una puerta de Hadamard que
coloca al cubit de control en el estado |+). Elaboracién propia.

Si se colocara, no solo el cubit de control sino también el cubit objetivo en superposi-
cion, entonces la puerta C N OT actuaria sobre el estado | + +), que es una superpo-
sicion uniforme de los cuatro estados de la base y puesto que C N OT asigna el estado
|[01) — |11) y al estado |11) — |01) finalmente no se produciria ningin cambio y

es sistema continuaria en el mismo estado | + +).

Si en lugar de |+), se coloca al cubit objetivo en el estado |—), que tiene una fase
negativa, el estado, antes de aplicar la puerta CNOT sera: | — +) = %(lOO) +|01) —
|10) —|11)), al aplicar ahora C N OT sobre ese estado, lo transformaria de la siguiente
forma:CNOT|-+) = %(IOO)—lOl)—|10)+|11)) = |——), locual es un resultado muy
interesante ya que como se puede observar el cubit objetivo permanece sin cambios
pero cubit de control tiene ahora una fase negativa, se ha visto afectado por la puerta

CNOT ya que el estado |—), es un autoestado del operador NOT .
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"
v

-4
|10> | - _>

Figura 14: Phase kickback con CNOT como puerta de control. El clbit objetivo per-
manece sin cambios pero el cubit de control adquiere una fase negativa. Elaboracién
propia.

Resumiendo, Phase Kickback es una técnica fundamental que se utiliza en multitud
de circuitos cuanticos como Deutsch-Jozsa, Grover, Simon, Bernstein-Vazirani, Shor,
etc. Es por tanto importante entenderla para facilitar a su vez la comprensién de esos
otros algoritmos de una forma mas intuitiva. Un aspecto clave para la aplicacion de
esta técnica es que el estado en el que se encuentra el clubit objetivo de |la operacion
de control debera ser un autovector de la puerta correspondiente de la operacion
de control. Lo que se pretende con ello es que la aplicacién de la operacidn al cubit
objetivo no cambie su estado, sino que solo afiada una fase a su estado. Por lo tanto,
aplicar el operador U al cubit objetivo supondria: U|y) = eielw) Este valor ¢'? que

multiplica al estado es el que serd propagado al cubit de control, modificandolo.
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@

|00> [01> [10> [11>
H®|10)
Y
|00> [01> [10> [11>

CNOT(H®?|10))

100> 01> 110> 111>

Evolucion del circuito de la figura 14 en notacidn de circulos donde se observa la trans-
ferencia de la fase al cubit de control. Elaboracion propia.
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