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|deas clave

5.1 Introduccion y objetivos

Dado un estado desconocido de un cubit |¥), no es posible, experimentalmente, co-
nocer ese estado, el estado cuantico no es directamente observable, solo podemos

acceder a los resultados de las mediciones que realicemos sobre él.

La siguiente figura muestra como la luz del sol proyecta una sombra sobre el suelo, la
esfera no es observable, en esta analogia, pero su proyeccidn nos da cierta informacion
sobre ella. Ademds vemos como un objeto de tres dimensiones al ser proyectado, se
reduce a un objeto de dos dimensiones, el proceso de proyeccion tiene esa caracteris-
tica de reducir la dimension. El operador de proyeccidn proyecta uno estado cuantico
en otro, es una herramienta que tiene aplicacién en muchas situaciones en mecanica
cuantica, como en el caso de medir la propiedad de un particula, al hacerlo, su estado
(esfera) colapsa a otro estado diferente (sombra). El operador de proyeccion permite

describir matematicamente este colapso.

Figura 1: Sombra proyectada por una esfera. Elaboracion propia.
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En temas anteriores se estudio el producto interno o producto escalar, como un opera-
dor que actua sobre un vector para proporcionar un escalar, ahora podemos describir
otro operador, extendiendo la idea de producto escalar, para definir una transforma-

cion lineal de proyeccidn que actua sobre un vector para producir otro vector.

La medida del estado de un sistema cuantico muestra un comportamiento no clasico
y tiene una importancia fundamental en computacién cuantica. Este tema trata sobre
el formalismo utilizado para la medicidn de los sistemas de multiples cubits y como
aplicarlo para entender el comportamiento altamente no clasico de los estados en-
trelazados bajo el proceso de medida. Se comienza por extender la notacidn de Dirac
a las transformaciones lineales ya que serd utilizada para describir las medidas y las
transformaciones que actuan sobre los sistemas cudnticos. Se trabaja con los opera-
dores de proyeccion, el concepto de observable y el postulado de medida. Finalmente

se estudia el comportamiento bajo medicidon de los estados entrelazados.
» La medicidén en sistemas de multiples cubits
» Transformaciones lineales
» El operador de proyeccién
» Observables
» Operador adjunto
» Operador hermitico
» El Postulado de medida

» Medicion de estados entrelazados

5.2 Transformaciones lineales

En computacidn clasica utilizamos nimeros y funciones, en computacién cuantica uti-

lizaremos vectores y transformaciones lineales.
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Computacién clasica Computacién cuantica

Numeros X —’ Vectores | x>

Funciones f(x) Transformaciones lineales O]|x>

Figura 2: Computacién cudntica y cldsica. Elaboracion propia.

La notacion de Dirac o también conocida como notacién bra-ket, proporciona una for-
ma intuitiva y conveniente de expresar las transformaciones lineales que actuan so-
bre los estados cuanticos. Un vector columna se representa mediante un ket |y) y su
transpuesto conjugado mediante el bra (y|. El producto escalar de dos vectores se

expresa de la forma (y|@) y el producto externo como |y ){@|.

La multiplicacion de matrices es asociativa y los escalares se conmutan con todo, y por

tanto se cumplen las siguientes expresiones:

(la){bDle) = la)((bllc)) = ({blc))|a)

Sea V' un espacio vectorial asociado con un sistema de un solo cubit. La matriz para
el operador|0){0| con respecto a la base estandar en el orden estdndar |0), |1) es la

siguiente:

0
|0){0| = ; (1 0>= ; .

Y la matriz para el operador|1)(1] con respecto a la base estandar es la siguiente:

11| = 2 (o 1)= Z (1)

La notacion |0)(1| representa la transformacidn lineal que asigna el estado |1) con el
|0) y el estado|0) con el vector nulo, una relacidn sugerida de forma intuitiva por la

notacion siguiente:
(10){1D[1) = |0)((1]1)) = |0)(1) = |0},

(10)(1D10) = 10)((1]0)) = |0)(0) = 0

Computacién Cuantica
Tema 5. Ideas clave




De forma semejante:

11){0] = 2 (1 0>= 00

0 00
= (0 1)= -

Y por lo tanto, todas las transformaciones lineales de dos dimensiones en V' se pueden

escribir utilizando esta notacion:

= al0){0] + b|0)(1] + ¢[1)0] + d[1)(1]|

De este modo, la transformacidn lineal que intercambia los estados |0) y |1) es la

siguiente:

1 0 0 1 00 0 1
X = [0)(1] + |1)(0] = (o 1) + (1 o) - + —
0 1 00 1 0 1 0

Que también se puede expresar de la siguiente forma, especificando la transformacion

lineal en términos de su efecto sobre los vectores de la base:
X :

0) = 1)

1) — [0)

La transformacién X = |0)(1| + |1)(0| se representa también con respecto a la base

computacional como la siguiente matriz:

1
X =
10

La siguiente figura muestra el efecto de la transformacion X sobre distintos estados:

Computacién Cuantica
Tema 5. Ideas clave




X
® — O
|0> [1> [0> [1>
X
o — (@
[1> |0> [1>
X
— 0 ®
[0> [1>

Figura 3: Efecto de la transformacidn X sobre distintos estados. Elaboracion propia.

|0>

|0> [1>

Asi, por ejemplo, para un sistema de dos cubits, la transformacion que intercambia los

vectores |00) y |10), y no modifica el resto de estados, se expresa como:
[10)(00| + [00){10] + |11){11] + |01)(01]

Y su correspondiente representacion matricial, en la base computacional o base es-

tandar, seria:

0
0
0
1

0
0
1
0

01
10
00
00

El proyector, u operador de proyeccion

Dado un estado desconocido de un cubit a|0)+5b|1), no es posible experimentalmente
conocer ese estado, el estado cuantico no es directamente observable. Solo podemos

acceder a los resultados de las mediciones y por ello, los operadores hermiticos que
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utilizamos para realizar la medicion, se denominan observables.

La siguiente figura muestra los resultados de realizar la medida, con respecto de la

base computacional, de un cubit que se encuentra en diferentes estados.

100% 0% 100%

0%

@
o

|0> [1>

50% 50% 50%

50%

/\
@
o

|0> [1>

76% 24% 76%

24%
|0> 1> °

/\
@
o

|0> [1>

Figura 4: Resultados de mediciones en la base computacional. Elaboracion propia.

Se puede escribir un operador, en un sistema de n cubits, que asigna el vector base |j)

al vector |i) y todos los demas vectores de la base computacional a 0 como:
0 = [i){Jj|
La matriz correspondiente al operador O tiene una Unica entrada distinta de cero en
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el elemento ij. Se puede escribir un operador general O con entradasa,-j en la base

computacional como:
0= Zi Zj aij|i><j|

De forma semejante, el elemento ij de la matriz O, en la base computacional, puede

expresarse como: (i|O|j)

Si aplicamos el operador O a un estado genérico |y) = ), b;|k) se obtendria:

Ohl’) = (Z, Zj a,-,-li>(j|)(2k bylk)) = Zi Zj Zk aijbk|i><j||k> = Zi Zj aijbj|i>

De esta forma, si O es el operador que asigna |10) a [11)y |11) a |10):

1 000
N 0100 o
0= = 00)(00] + [01)(01| + [10)(11]| + [11)(10] = ¥, ¥, a;;1i){/]
0 00 1
0010
donde:

ago = 1, a9y = 0,a9; = 0,403 = 0,a;9 = 0,413 = 1,415 = 0,a13 = 0,0 = 0,0y, =

0,a,, =0,ay3 =1,a35=0,a3; =0,a3, =1,a33=0

Al actuar sobre el estado: |y) = Y, by lk) = %(lOO) +|01) + |10) + |11))
donde:

bo=3.by=3,by=3,by=13

Oly) = (X, X, ay 1 D(Xy byl k)

Por tanto:

Oly) =Y, Y 2 aibil)llk) = X, X a;;b;1i)

Puesto que (j||k) = 0 siempre que j # k al ser los vectores de la base ortogonales,

finalmente:

Olw) = (00)(00] + [01)(01] + [10)(11] + [11)(10])3(|00) + [01) + [10) + [11)) =
2(100) + [01) + [10) + |11))
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De forma general, si | fy, f1, -... Bx—1) €S una base del espacio vectorial V' de dimensién
N, entonces, un operador O : V +— V puede expresarse, con respecto a esa base,

como:
A N-1 ¢oN-1
0= Z,:o 2,’:0 bijlﬁi><ﬁj|

En concreto, la matriz correspondiente al operador O con respecto de la base | fy, By, -, By —1)

tiene entradas: O;; = b;;

La notacién matricial puede resultar mas familiar y facil de comprender inicialmente
y es conveniente para realizar calculos. Sin embargo, exige elegir una base y un orden
en los vectores que forman esa base. La notacidn de Dirac es independiente de la base
asi como del orden de los elementos que la forman. También resulta mds compacta e

intuitiva, sugiriendo las relaciones correctas, como en el caso del producto exterior.
Operadores de proyeccion para la medida

La idea introducida en temas anteriores de realizar la medida de un sistema de un
cubit mediante la proyeccion sobre uno de los vectores de la base asociado con el
dispositivo de medida, puede generalizarse para realizar la medida en sistemas de

multiples cubits.

Para cualquier subespacio .S de V, el subespacio S+ esta formado por todos los vec-
tores que son perpendiculares a los vectores en .S. Los subespacios S y S+ satisfacen
V=SosSt y por lo tanto, cualquier vector |v) € V se puede escribir Unicamente
como la suma de un vector 5; € Sy un vector 5, € S+. Para cualquier S, el opera-
dor de proyeccion Pg es el operador lineal Pg : V' +— S que envia |v) — s§; donde
lv) =5, +5,cons; € Sy5, € St. Utilizamos la notacién 5, porque 5, y 5, , por lo
general, no son vectores unitarios. El operador |y ){y| es el operador de proyeccién
en el subespacio generado por |y). Los operadores de proyeccion a veces se deno-
minan proyectores para abreviar. Para cualquier descomposicién de suma directa de
V =5,®---&.5) ensubespacios ortogonales S; existen k operadores de proyeccion

relacionados P, : V — S, donde P;|v) = §; siendo |[v) =5; + ... + 5, con s; € S;.

Siguiendo la terminologia anteriormente descrita, un dispositivo de medicidn con una

descomposicién asociada V' =5, @ - - - @ S}, que actla sobre un estado |y) da como
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resultado, con probabilidad: |P,-|1//)|2, el siguiente estado:

Pily)

2) = 5

De esta forma, el proyector |0){0| aplicado a un estado |y) de un cubit proporciona la

componente de |y ) en el subespacio generado por |0). Si |w) = a|0)+b|1), entonces:
(10){0Dly) = a(0|0}|0) + b(0[1)|0) = a0}

De igual forma, el operador |1)|0)(1|{0| , que actua sobre estados de dos cubits, apli-

cado al estado genérico:

|@) = agol00) + ag;|01) + a14]10) + a14[11)

proporciona:

(11)10)(1[{0D)[@) = (110){10[)(ag|00) + ag;101) + a14|10) + a;1|11)) = a44(10).

Si Pg es el operador de proyeccion de un espacio vectorial V' de dimensién n en un

subespacio .S de dimensién s con una base |fy, fy, ..., Bg_1), €ntonces:

Py = X 1B)B = 180X ol + . + 1Be_1)(Bsa
Por lo tanto, si:
lw) = ayp|00) + ap1|01) + a,4]10) + a44[11)

representa el estado de un sistema de dos cubits con un espacio vectorial asociado V/,
entonces, si S, es el subespacio generado por los vectores |00), |01), el operador de
proyeccion Pg = |00)(00| + |01)(01| es el proyector que transforma |y )en el vector,

no normalizado:
lw') = ago|00) + ap;|01)
Operador adjunto

Sean V y W dos espacios vectoriales con producto interno. El operador adjunto o
transpuesto conjugado O" : V > W deun operador O : W — V se define como el
operador que satisface la siguiente relacion de producto interno. Para cualquier v € V'

y O € W, el producto interno entre O3 y i es el mismo que el producto interno
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entree 0y O
O'v-w=70-0w

La matriz correspondiente al operador adjunto O" de O se obtiene tomando el com-
plejo conjugado de todos los elementos y luego la transpuesta, donde se asume el uso

consistente de las bases para Vy W.

Utilizando la notacién de Dirac, la relacidn entre el producto interno de OTlx) y|lw)y

el producto interno entre |x) y O|w) queda reflejado en la notacién:
(x]0)|w) = (x|(Olw)) = ({x|O|w)

Por la propia definicion del operador de proyeccién P se deduce que aplicar un opera-
dor de proyeccion varias veces seguidas tiene el mismo efecto que aplicarlo una sola

vez:

PPP=PP=P

Ademas, cualquier operador de proyeccidn es su propio adjunto:
P=P'

Por lo tanto | P|v)|? = ((U|PT)(P|U>) = (v| P|v) para cualquier operador de proyec-
ciéon Py todo |v) € V.

Se utiliza a continuacién la notacién de Dirac para describir la medicién de un sistema

de un cubit en la base computacional siguiendo este formalismo.

Sea V el espacio vectorial asociado con un sistema de un solo cubit. La descomposicion
de suma directa para V' asociada con la medicién en la base estandares V = S @ S’,
donde S es el subespacio generado por |0) y S’ es el subespacio generado por |1).

Los operadores de proyeccion correspondientesson P : V - Sy P’ .V - 5§/,

donde:
P =10){(0] y
P’ =]1)(1]
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La medida del estado |y) = a|0) + b|1) da como resultado el estado L) on pro-

[Ply)l
babilidad | P|y)|?. Ya que:

Ply) = (|0){0])|y) = |0){(O|y) = a|0) y

|Plw)? = (w|Plw) = (w](10){0D|y) = (w|0)(0ly) = aa = |a|?,

el resultado de la medicién es a|ITO|> con probabilidad |a|?. Dado que, la fase global ca-
rece de significado fisico, el estado |0) se ha obtenido con probabilidad |a|%y de la

misma forma, el estado representado por |1) se obtiene con probabilidad |5|2.

Veamos ahora la medida de un sistema de dos cubits con respecto a la descomposicion

correspondiente a la base estandar.

Sea V el espacio vectorial asociado con un sistema de dos cubits y |@) = ayy|00) +
ag1101) + a14|10) + a441|11) un estado arbitrario de dos cubits. Veamos la medida de
este sistema con la descomposicion V' = Spo @ Sp; @ S19 @ 511, donde S es el
subespacio complejo de una dimension generado por |ij).Los operadores de proyec-

cion correspondientes P;; 1 V' — S;; son:

Py = 100)(00|
Pyy = 01)(01]
Py = [10)(10]
Py = [11)(11]
El estado, tras realizar la medida sera por tanto: éfm con probabilidad |Pij|l//)|2'

Puesto que dos vectores|v) and |w) representan el mismo estado cuando |v) = e/ |w),
entonces, el estado tras realizar la medida sera uno de los cuatro posibles resultados

siguientes::

l)ljllV) — doolOO)
Pw)  lagol

~ |00) con probabilidad (| Pylw) = |agg|?

RJ'W) _ a01|01>
|P;jlw)l lagy |

~ 101) con probabilidad (y| Py, ly) = |a01|2

Pjlw)  a5)10)

. 2
2000~ lago] |10) con probabilidad (w | Pyplw) = |aly,
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Pjly) _ ayll1)
[P lw)l lags |

~ |11) con probabilidad (y| Py |w) = |a;4]?

Utilizando la medida del estado de dos cubits se puede obtener informacion sobre
la relacion entre ellos, lo cual es de aplicacidon en los esquemas de correccion de
errores. Sea V el espacio vectorial asociado con un sistema de dos cubits y consi-
deremos la medida asociada a la siguiente descomposicién de suma directa: ciada
V =85,6.S,donde S; es el subespacio generado por e |00), |11) es decir, el subespa-
cio en el que los dos cubits son iguales y .S, es el subespacio generado por e |01), |10)
, el subespacio en el que los dos cubits no son iguales. Sean P; y P, los proyecto-
res correspondientes a S; y S, respectivamente. Cuando medimos un estado |y) =

agp|00) + ap;|01) + a,4|10) + a41|11) de esta forma, el estado resultado sera:

IIIE:Z;I con probabilidad (y|P,|y) = | P;|yw)|?

Si definimos:

c1 = (y|Plw) = Vlagl? + lay, 12y

¢; = (WP |w) = V/lag:|? + lag|?

Tras la medicidn, el estado resultante sera:

|v) = i(a00|oo> + ay,]11) con probabilidad |¢;|* = |aoo|2 +lap |’y
lv) = é(a01|01) + a,0|10) con probabilidad |c,|? = |ag;|* + |aql?

Si se observa el primer resultado, entonces, los dos cubits son iguales aunque se des-
conoce si ambos son cuando |0) o ambos son |1). Por el contrario, si se observa el
segundo resultado los cubits son distintos aunque se desconoce cual de ellos tiene
el estado |0) y cual el |1). La medida no proporciona el estado de los cubits solo la

relacién entre ellos, iguales o distintos.

A continuacién se muestra una medicion en la que los subespacios asociados no estén
formados por subconjuntos de elementos de la base computacional o base estandar.
Se realizara en esta ocasidn una medida con respecto de la base de Bell. La base de

Bell |®F), |®7), |¥*), |¥™), donde:
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|oT) = %uom +]11)

&™) = %uom —]11)

Pty = %uon +110)

P~y = %uon —|10)

Sea V el espacio vectorial asociado con un sistema de dos cubits y consideremos la
medida asociada a la siguiente descomposicidon de suma directa de los subespacios

generados por los estados de Bell: V' = Sg+ @ Sgp- D Sy+ © Sy-+.

La medida del estado |00) con respecto a esta descomposicion proporciona el estado

|®*) con probabilidad % y o |®~) con probabilidad % ya que |00) = %(|¢+)+ |D7))

La medida del estado |11) con respecto a esta descomposicidon proporciona el estado

|®*) con probabilidad % y o |®7) con probabilidad %, yaque |11) = %(ldﬁ) —|®7))

La medida del estado |01) con respecto a esta descomposicidn proporciona el estado

|¥*) con probabilidad % y o |¥™) con probabilidad %, yaque |01) = %(I‘I’Jr) +|¥7))

La medida del estado |11) con respecto a esta descomposicidn proporciona el estado

|¥*) con probabilidad % yo |?¥~) con probabilidad %, ya que |10) = %(l‘lﬁ) —|¥))

Formalismo del operador hermitico para la medicién

Ciertos operadores, llamados operadores hermiticos, definen una descomposicién en
subespacios ortogonales Unica, su descomposicion en autoespacios. Ademas, para ca-
da descomposicidn de este tipo, existe un operador hermitico cuya descomposicion
en autoespacios es esta descomposicion. Dada esta correspondencia, los operadores

hermiticos pueden usarse para describir mediciones.

SeaO : V — V unoperador lineal. Si O0 = Av para un vector distinto decerov € V,
entonces A es un autovalor y 0 es su autovector asociado de O. Si tanto  como 0 son
autovectores de O, entonces U+ es también un autovector, por lo que el conjunto de
todos los autovectores forma un subespacio de V' llamado autoespacio de O. Para un
operador con una representacidén de matriz diagonal, los autovalores son los valores a

lo largo de la diagonal. Un operador O : V' — V es hermitico si es igual a su adjunto,
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o' =o0.

Los autoespacios de los operadores hermiticos tienen propiedades especiales. Si A es

un autovalor de un operador hermiticos O con autovector |x)entonces:

Mx|x) = (x|A]x) = (xA|(O]xA)) = (x|0")|x) = (x|x)

lo que significa que todos los autovalores de un operador hermitico son reales.

Para demostrar la relacion entre los operadores hermiticos y las descomposiciones en
subespacios ortogonales es necesario mostrar que los autoespacios S ;1,.5;,, ..., Sy

de un operador hermitico son ortogonales y satisfacen S;; @ S;,, ®---® S, =V.

Para cualquier operador, dos autovalores distintos tienen autoespacios disjuntos ya
que para cualquier vector unitario |x), O|x) = Ay|x) y O|x) = A4|x) lo que implica

que
(A9 — A1)|x) = 0y por tanto 1y = 44

Para cualquier operador hermitico, los autovectores de autovalores distintos deben

ser ortogonales.

Sea |v) un autovector asociado al autovalor Ay |w) otro autovector con autovalor u

distinto de A. Entonces:
Avlw) = ((v]0N)|w) = (v|(0lw)) = u(v|w)

Ya que Ay u son autovalores distintos, (v|w) = 0. Por lo tanto, S/Ii y S/lj son ortogona-
les para 4; # A;.Lasuma directa de todos los autoespacios de un operador hermitico

O : V — V es el espacio VV completo.

Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon N y sean A4, 4,,...,4; con k < N los au-
tovalores distintos de un operador hermitico O : ¥V — V. Como se ha mostrado,
V=25, -®S, dondesS; eselautoespaciode O conautovalor 4;. Esta descompo-
sicion de suma directa de V' se denomina descomposicidn en autoespacios de V' para

el operador hermitico O. Por lo tanto, cualquier operador hermitico O : V — V de-
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termina de manera Unica una descomposicidén en subespacios para V. Ademads, cual-
guier descomposicidén de un espacio vectorial V" en la suma directa de los subespacios
S, ..., S) se puede realizar como la descomposicion en autoespacios de un opera-
dor hermitico O : V' — V:sean P, los proyectores sobre los subespacios .S, y sean
A1, Ay, ..., A4 cualquier conjunto de valores reales distintos, entonces, O = 2?:1 AP,

es un operador hermitico con la descomposicion de suma directa deseada.

Por todo lo anterior, al describir una medicion, en lugar de especificar directamente
la descomposicion subespacial asociada, podemos especificar un operador hermitico

cuya descomposicion en autoespacios es esa descomposicion.

Se puede utilizar cualquier operador hermitico con la descomposicidn de suma direc-
ta adecuada para especificar una medida determinada; en particular, los valores de
A; son irrelevantes siempre que sean distintos. El A; debe considerarse simplemente
como etiquetas para los subespacios correspondientes o, de manera equivalente, co-
mo etiquetas para los resultados de la medicidn. En fisica cuantica, estas etiquetas se
eligen a menudo para representar una propiedad, como la energia, de los autoestados
en el autoespacio correspondiente. En computacidn cuantica, no es necesario asignar
etiquetas con significado, cualquier conjunto distinto de autovalores es igualmente

valido.

Especificar una medicidon en términos de un operador hermitico es una practica es-
tandar en mecanica cuantica y computacion cuantica, la medida no es el resultado
de la accién del operador hermitico sobre el estado, los proyectores P asociados con
un operador hermitico O, y no el propio O, son los que actian sobre el estado. Qué

proyector actua sobre el estado depende de las probabilidades p; = (1//|Pj lw).

Por ejemplo, el resultado de medir |y) = a|0) + b|1) utilizando el operador hermitico

Z =10){0| — |1){1], no da como resultado el estado a|0) — b|1), aunque:

a 1 0 |}a a
Z = =
b 0 -1J\»b —b

El operador hermitico es solo una forma de especificar la descomposicion en subespa-
cios asociada con la medida. La multiplicacién directa de un operador hermitico por lo

general no asegura producir, ni siquiera, un estado bien definido, como en el siguiente
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Caso:

0 0 Of|1 0
01 0 1J10 0

El postulado de la medicién

Dado un estado desconocido de un cubit a|0)+5b|1), no es posible experimentalmente
conocer ese estado, el estado cuantico no es directamente observable. Solo podemos
acceder a los resultados de las mediciones y por ello, los operadores hermiticos que

utilizamos para realizar la medicion, se denominan observables.
El postulado de medicion de la mecanica cuantica establece que:

* Cualquier medida cudntica puede ser especificada por un operador hermitico O lla-

mado observable.

e Los posibles resultados de medir un estado |y )con un observable O corresponden
con los autovalores de O. Asi, la medicidn del estado |y ) transforma el estado que co-
rresponde al resultado correspondiente al autovalor 4; de O con probabilidad | P, |1,z/)|2

siendo Pi el proyector en el autoespacio 4;.

Pily)
| Pily)]

de |y) en el autoespacio S; correspondiemte al autovalor 4,. Por tanto, el estado des-

e (Proyeccion) El estado después de la medicion es la proyeccion normalizada

pués de la medicion es un vector propio de longitud unitaria de O con autovalor 4;.

Lo que se ha descrito es un formalismo matematico para la medicidén y no proporcio-
na informacién sobre qué mediciones se pueden realizar experimentalmente. Algunas
medidas que pueden ser matematicamente simples pero muy dificiles de implemen-
tar. Ademas, los autovalores de las mediciones fisicamente realizables pueden tener
significado, como la posicién o la energia de una particula, pero los autovalores son
simplemente etiquetas arbitrarias. Mientras que un operador hermitico especifica de
forma Unica una descomposicién en subespacios, para una descomposicién dada hay
muchos operadores hermiticos cuya descomposicién en autoespacios es esa descom-
posicion. En particular, dado que los autovalores son simplemente etiquetas para los
subespacios o posibles resultados, los valores especificos de los autovalores son irre-

levantes; sélo importa cuales son distintos. Por ejemplo, midiendo con el operador
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hermitico |0)(0| — |1)(1]| resulta en los mismos estados con las mismas probabilida-
des que medir con 33|0)(0| — 33|1)(1], pero estos resultados no concuerdan con los
resultados de la medicidn trivial correspondiente al operador hermitico |0){0|+|1)(1]

042(0)(0] + 42|1)(1].

Supongamos un sistema de un cubit para el que queremos construir un operador her-
mitico que especifique una medicidn en la base estandar. La descomposicidén en subes-
pacios correspondiente a esta medidaes V = .S @ S’, donde S es el autoespacio ge-
nerado por [0) y S’ es el autoespacio generado por |1). Los proyectores asociados con
Sy.S’ son P =10){0]y P = |1)(1] respectivamente. Tomemos dos valores reales
cualquier A = 2 and A’ = —3. entonces, el siguiente operador es un operador hermi-

tico que especifica la medicién de un estado de un cubit en la base computacional:

2 0
O = 2|0){(0] - 3]1)(1]| =
0 -3

Se podrian haber tomado otros valores distintos para A and A’. En general se utilizaran

00 1 0
los operadores |1){1]| = y Z = |0){0] — |1)}(1] = para especificar
01 0

mediciones de un cubit en la base computacional.

Para crear un operador hermitico que especifique la medida de un cubit en la base de
Hadamard |+), |—), tendremos que considerar la descomposicidn en los subespacios

S, generado por|+), and S_, generado por |—), con los proyectores asociados
Py = |+)(+] = 3(10)(0] + [0)(1] + [1)0] + |1)(1]) y
P_ = |=)(=] = 3(10)(0] — [0)(1] = [1){0] + 1)(1])

Podemos escoger libremente A, y A_ siempre que sean distintos, si tomamos por
ejemplo 4, = 1y 4 = —1 entonces el siguiente operador es un operador hermitico

para la medicidn de un cubit en la base de Hadamard:
X = 2(10)(0] + 10)(1] + [1)(0] + [1)(1]) = (G(10)(0] — [0)(1| = [1)¢0] + [1)(1])) =

0
10){1] + [1)}(0] =
El siguiente operador, O = 2|00){00| + 7|01){01| — 5|10)(10| + 3|11){11]) es uno
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de los muchos operadores hermiticos que especifican una medida con respecto a una
descomposicién completa de la base computacional, la descomposicion en autoespa-
cios de O consiste en cuatro subespacios, cada uno generado por uno de los vectores

de la base |00), |01), |10), |11).

2 0 0 O

07 0 O
0=

00 =50

00 0 3

El siguiente operador hermitico, P = 2(]00){00]| + |01){01|)+9(]10){10| + [11){11)),
especifica una medida para un sistema de dos cubits con respecto a una descompo-
sicién en autoespacios, V' = S, @ §; donde S, es generado por |00), |01) y .S; es
generado por |10), |11) de forma que P especifica una medida del primer cubit en la

base computacional.

00
00
9 0
0 9

O O N O

2
0
0
0

El siguiente operador hermitico, E = 5(]00){00| + |11)(11])+6(|01){01| + |10)(10]),
especifica una medida para un sistema de dos cubits con respecto a una descompo-
sicién en autoespacios, V' = S, @ §; donde S, es generado por |00), |11) y .S; es
generado por |01), |10) de forma que E especifica una medida para comprobar si los

cubits tienen el mismo valor.

0
0
6
0

U O O O

50
0 6
00
00
Dada la descomposicidn subespacial para un operador hermitico O, es posible encon-
trar una base propia ortonormal de V' para O. Si O tiene n autovalores distintos, como
es el caso general, esa base es Unica excepto por un factor complejo de magnitud 1.
Si O tiene menos de n autovalores, algunos de ellos estan asociados con un autoes-

pacio de mas de una dimensién. En este caso, se puede elegir una base ortonormal
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aleatoria para cada autoespacio ;. La matriz del operador hermitico O con respecto
a cualquiera de estas bases propias es diagonal. Cualquier operador hermitico O, con
autovalores 4;, puede escribirse como O = Zj A;P;, donde P; son los proyectores

correspondientes a los autovalores 4; de O.

Todo proyector es hermitico con autovalores 1 y 0 donde el autoespacio correspon-
diente al autovalor 1 es la imagen del operador . Para un subespacio .S de dimension
mde V generado por la baseliy), ..., |i,,), €l proyector asociado Pg = Zj |i;)(i| asigna

vectoresenV a S.

Si Pgy Py son proyectores para los subespacios ortogonales .S'y T', el proyector para
la suma directaS @ T es Pg + Pr.Si P es un proyector en el subespacio .S, entonces
tr(P), la suma de los elementos diagonales de cualquier matriz que represente a P,
es la dimensidn de S. Este argumento se aplica a cualquier base ya que la traza es

independiente de la base.

Dados los operadores lineales A y B en los espacios vectoriales V' y W respectiva-
mente, el producto tensor A ® B actua sobre los elementos v ® w del espacio del

producto tensorial V' ® W de la siguiente manera:
(AQ B(v® w)=AvQ® Bw
De esta definicién se deduce que (A ® B)(C ® D) = AC ® BD.

Sean O, y O, operadores hermiticos en los espacios V, y V; respectivamente. Enton-
ces Oy ® O es un Operador hermitico en el espacio V; ® V;. Ademas, si O; tiene

valores propios 4;; con autoespacios asociados .S;;, entonces Oy ® O, tiene autova-

ijr
, . , ’ . .
lores A", = AgjA1x- Si un autovalor A’ = 4q; 41, €s Unico, entonces su autoespacio
asociado S’ es el producto tensorial de So;j Y S1k- En general, los autovalores propios
i’jk no necesitan ser distintos. Un valor propio A’ de O, ® O que es el producto de

utovalores de Oy y O, de multiples formas, ', = A’ ==, tieneel

Jikq
autoespacio S = (SOJ-l ® S1k1) b---b (Sojm ® Slkm). La mayoria de los operadores
hermiticos O en V; ® V; no se pueden escribir como un producto tensorial de dos
operadores hermiticos Oy y O; que actuan sobre V; y V; respectivamente. Tal des-

composicion es posible solo si cada subespacio en la descomposicién de subespacios
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descrita por O puede escribirse como .S = S;®.S; para S,y S, en las descomposicio-
nes en subespacios asociadas con O, y O, respectivamente. Si bien para la mayoria
de los operadores hermiticos esta condicidon no se cumple, si se cumple para todos
los observables que se han descrito anteriormente. Asi, el siguiete producto tensorial

especifica una medida completa en la base computacional

1 2 0
® = (10){0] — [1)(1]) ® (2]0)(0] + 3|1)(1])
0 -1) |0 3

o bien:

= 2]00)(00| + 3]01)(01| — 2|10)(10| — 3|11)(11]

2 0
0 3
00 -2 O
00

El operador siguiente especifica una medida del primer cubit en la base computacio-

nal: Z ® I ,donde: Z = |0){0| — |1)(1]

1 0 O 0

1 O 10 01 O 0
® S = 00)(00] + [01)(01]) — |10)(10] — |11)(11|

0 -1 01 00 -1 O

00 0 -1

El operador: Z ® Z = |00){00| — |01)(01|) — |10){10| + |11){11]|, especifica una

medida para determinar si los cubits son iguales o no.

A continuacién se muestra un ejemplo de una medida de dos cubits que no puede ser
expresada como un producto tensor de dos medidas de un cubit, el observable con la

siguiente matriz asociada:

0
0
K =
0
0

00O
0 0O
0 0O
0 0 1
determina si los dos bits tienen valor 1 o no. Las medidas realizadas con este operador

dan como resultado un estado contenido en uno de dos subespacios Sy y .57, donde .S,

es el subespacio generado por |11) y S, el generado por |00), |01), |10). Medir con
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este operador es diferente a medir ambos cubits en la base estandar y luego hacer

iz(|01) + |10)) no varia cuando

7

se mide con K, pero la medida de ambos cubits daria como resultado el estado |01)

AND de los resultados. Por ejemplo, el estado |y) =

0 |10) con igual probabilidad.

Se dice que un operador hermitico Q; ® Q, en un sistema de dos cubit esta compuesto
por medidas de un cubit si Q; y O, son operadores hermiticos en los sistemas de un
cubit. Ademas, se dice que cualquier operador hermiticode laformaQ® I o I ® Q'
en un sistema de dos cubit es una medida de un solo cubit. De un modo mas general,
un operador hermiticodelaforma I ® - - - @ I ® O R® I ® - - - ® I en un sistema de
n cubits se dice que es una medicidn de un solo cubit del sistema. Cualquier operador
hermitico de laforma A® I en unsistema V' ® W, donde A es un operador hermitico

gue actua sobre V, se dice que es una medida del subsistema V.

Como se ha explicado en secciones anteriores, solo se puede extraer un bit clasico de
informacion de un bit cuantico, o cubit. Se puede generalizar esta afirmacidn, dado
gue cualquier observable en un sistema de n clbits tiene como maximo 2n autova-
lores distintos, hay como maximo 2n resultados posibles de una medicién dada. Por
lo tanto, una sola medicidon de un sistema de n cubits revelara como maximo n bits
de informacidn clasica. Dado que, en general, la medicion cambia el estado, cualquier
medicidn adicional proporciona informacidn sobre el nuevo estado, no sobre el origi-
nal. En particular, si el observable tiene 2x autovalores distintos, la medicion envia el
estado a un autovector y por lo tanto cualquier medicién adicional no podra extraer

ninguna informacion adicional sobre el estado original.
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