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10.1 Introduccion y objetivos

La subrutina de estimacién de fase (Quantum Phase Estimation, QPE, o simplemente
Phase Estimation) permite extraer informacion no del registro cuantico, como hace la
mayoria de subrutinas, sino de una operacién que actla sobre el registro cuantico, en
concreto, permite determinar las fases asociadas a los autoestados de un operador
unitario. La fase global, normalmente, no es observable, sin embargo QPE permite

trasladar la fase global a otro registro cuantico de tal forma que sea observable.

El algoritmo de Shor es un algoritmo cudntico probabilistico que permite encontrar
los factores de un nimero N de forma eficiente, en concreto en tiempo O((logN)?)

y espacio O(logN).

Muchas sistemas criptograficos de clave publica actuales, tales como RSA, quedarian
obsoletos sifuera posible ejecutar el algoritmo de Shor en un procesador cuantico para
ese tamafio del problema (RSA 2048) ya que podria romper RSA (y otros sistemas) en
tiempo polindmico. En 2001, un grupo en IBM utilizando una maquina de 7 cubits

realizo la factorizacion del nimero 15 en sus factores 3y 5.

El algoritmo de Grover resuelve un problema de tipo oraculo y encuentra la solucién
con una ventaja cuadratica frente a los mejores algoritmos clasicos. Es un algoritmo

mas simple e intuitivo que el de Shor, y tiene una elegante interpretacion geométrica.

Inicialmente fue propuesto para encontrar un elemento en una base de datos no es-
tructurada, sin embargo, su generalizacién ha extendido su campo de accidn a otros al-
goritmos, las ideas bdsicas que componen este algoritmo son aplicables en un contex-
to mucho mas amplio. Por ejemplo, podria usarse para buscar dos enteros 1 < a < b

tales que ab = n para algun nimero n, resultando en un algoritmo de factorizacidn.

El algoritmo de Grover se basa en el concepto de amplificacion de la amplitud y, aun-
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gue este es el término que se utiliza, en realidad seria mas apropiado el de amplifica-
cion de la magnitud, como se vera. En cualquier caso es un algoritmo que demuestra

la superioridad de la computacién cuantica frente a la clasica en esta tarea.

Finalmente se presentaran algunos de los entornos de desarrollo para computacion

cuantica en la nube.
» Estimacion de la fase
» Algoritmo de Shor
» Algoritmo de Grover y amplificacion de amplitud

» Entornos de desarrollo

10.2 Estimacion de fase

El algoritmo de estimacion de fase, también conocido como algoritmo para la esti-
macion del autovalor de un autovector de un operator unitario, fue desarrollado en
su forma inicial por Alexei Kitaev en 1995. Es una de las subrutinas mas importantes
en computacién cuantica y se utiliza como pieza fundamental de varios algoritmos
cuanticos como el algoritmo de Shor o el algoritmo cudntico para resolver sistemas de

ecuaciones lineales.

La puerta H, como se ha estudiado en temas anteriores, realiza la siguiente transfor-
macion:
H :
1
0 —(|0) + |1
|0) — ﬁ(l )+ 11)
1) — ==(10) - 1))

\/E

En general el operador transforma un estado en otro estado distinto.
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=2 %] L@ pi0)+ L@—-pin)
sl V2|1 —a|lp] V2 Vi

Sin embargo, existen ciertos estados, los autoestados de H, que no son transformados

por el operador.
Autoestados de H:

2412 1
=2V L
- 2 V20:v2)

En concreto:

[/ . N .
H —_— = —_—
0 i) 10+ =)

\/2—\/E 1 \/2—\/E 1
H |- 0 | = 0) — 1
I 2 | >+ \/ml ) 2 | > ml >

El primer autoestado tiene ambos componentes con la misma fase mientras que el

1

A

segundo tiene una diferencia de fase relativa entre sus componentes de z radianes.
Cuando la puerta H actua sobre el primer autoestado no lo modifica, sin embargo,

cuando actua sobre el segundo, el estado adquiere una fase global de x radianes.

Se ha estudiado que la fase global no es observable de forma que se puede afirmar
gue el estado queda sin cambios. Estos estado que bajo la accién de un operador U
permanecen inalterados, excepto por una fase global, se denominan autoestados del
operado U. Todo operador tiene un conjunto de estados distintos y Unicos para los

cuales el operador solo aplica una fase global, que se denomina autofase.

La subrutina de estimacién de fase permite encontrar las autofases correspondientes a
cada autoestado de un operador U. De forma mas precisa, dado un operador unitario
U y un estado cudntico |y), tal que Uy = e?*|y), es decir, |w) es un autovector
deUy 2710 sy correspondiente autovalor, el algoritmo estima el valor de la fase 6
con alta probabilidad, ya que U es un operador unitario sobre un espacio vectorial

complejo, sus autovalores son nimeros complejos de norma 1.

El circuito que implementa el algoritmo esta formado por dos registros, uno superior

que contendrd la fase estimada y otro inferior en el estado |y ), el estado del cual se
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desea estimar su autovalor, como se muestra en la siguiente figura.

El algoritmo utiliza Phase kickback, para representar, utilizando la base de Fourier, la
fase de U en el registro superior. A continuacion, se utiliza la funcidn descrita en el
tema anterior, la inversa de la transformada cudntica de Fourier, para convertir el re-
sultado a la base computacional, y poder asi, realizar la medida que proporcionara la

fase buscada.

QFT!

Salida
(m cabits)
=
2,
Autofase 0
(m cabits)

[)

(n cubits)

U 7 ic

Autoestado

Figura 1: Algoritmo de Estimacidn de Fase. Elaboracion propia.

Cuando se utiliza un cubit de control para controlar una puerta U, debido al efecto
de Phase Kickback, la fase del cubit de control realizara una rotacion proporcional a la
fase %70,

Se puede aplicar una secuencia de puertas controladas con objeto de repetir esa ro-
tacion un numero apropiado de veces hasta que la fase 8 quede codificada como un
nuimero entre 0 y 2™ en la base de Fourier en el registro superior de m cubits. Final-

mente, utilizando la funcién QFTTeI numero, codificado en la base de Fourier, se

convierte a la base computacional para, mediante el proceso de medida, obtener 6.

El circuito opera de la siguiente forma, tiene dos registros de entrada, el superior de
m bits, inicializado a |0>®m, contendra el valor 2”0 al finalizar el algoritmo, el registro
inferior, de n clbits contiene el autoestado del operador, es decir, se parte del siguiente

estado inicial del sistema: [0)®"|y/) .

Se aplican puertas de Hadamard a todos los cubits del registro superior, es decir H®"™ |O)®m lw)

de forma que se obtiene el estado:
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1 m
ﬁ(lm +1)®"|y)

A continuacion se aplican las puertas controladas que aplican el operador unitario U al

registro inferior de n cubits solo en el caso de que el clbit de control correspondiente

sea 1.

Puesto que Ulw) = 2|y ), entonces: U? |y) = U¥ 10 |w) = U¥ 100 |y) =

= eZ]ri6‘|W>

Aplicando todas las m operaciones controladas CU? con0 < j < m— 1y utilizando

la igualdad:
10) ® [w) +11) ® e |y) = (|0) + > |1)) ® |w)
El estado evoluciona a:

#um +e207" 1)) ® . @ (|0) + 270 |1)) @ (|0) + 20 |1)) @ |y =

1 2"-1 27ifk
N Zkzo e k) @ |w)
La expresion anterior coincide con la correspondiente a la aplicacion de QFT derivada

en el tema anterior:

. X
Tl —

OFT|x) = -2(|0) + ¢ 7|1)) ® ([0) + > 72 |1)) @ (10) + " F 1)) ® ... ® (|0) +

L(
VN
27riin
e” 2"[1))
Con tan solo reemplazar x por 2”6, por lo tanto, para recuperar el estado [2"0), bastara
con aplicar QFT ! sobre el registro superior llegando al estado:
-1 .

1 v2"-1 27i0k OFT," 1 Q2m-1 2m—1 -2k _ymg)
— i e k) ® — == — ¢ r)®
V2 Zk_o k) @ [w) NeT Zr_o k=0 1) ® lw)
Finalmente se aplica el proceso de medicidén de forma que la expresidn anterior tiene
un maximo préximo a r = 2"6. Cuando 2" es un entero, midiendo en la base compu-
tacional se obtiene la fase buscada con alta probabilidad, si no lo es se obtiene un

valor cercano.

Si como operador unitario tomamos la puerta T' cuya fase queremos conocer, como

el operador T tiene la siguiente representacion matricial:
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T = i |y asigna:
0 e4

T :

|0) — [0)

1) —> €7 |1)

Por tanto, para el autoestado |1), T'|1) = ¢?7?|1) se esperaria encontrar § = % ya

gue T es una rotacién de /4 alrededor del eje Z y como 270 = % == 0= %.

Serdn necesarios tres cubits para el registro superior donde se codificara la fase y un
cubit para el registro inferior donde se proporcionara como entrada al algoritmo el
autoestado, que corresponde a |1), y para ello se aplica una puerta X al cubit del

registro inferior previamente inicializado a |0).

Puesto que T' = P(x/4), el circuito que implementa QPE se muestra en la siguiente fi-
gura, tras ejecutar el algoritmo se obtiene como resultado, con muy alta probabilidad,

el nimero binario 001, que en representacion decimal es 1.

Para finalmente obtener @ se debera dividir el resultado observado entre 2" conm = 3

por tanto: 0 = % — %” = % gue es exactamente el angulo de rotacidn de la puerta
T.
QFT!
. —- N

.
]
z
3,
Q.

[0)

[41) [12) [13) [1h4) [95)

Figura 2: Algoritmo de Estimacidn de Fase para el operador T. Elaboracion propia.
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La siguiente figura muestra la evolucién del estado cuantico para ambos registro utili-

zando la notacién de circulos.

TN\ 77N\ 7N\ 77N 7N\ VRN VRN VRN
{ ) ( | ( | ( ) ( | ( ) ( } ( )
N/ N N N N4 N/ NS N
0)[000) 0)[001) 0y/010 [0)[011) 0)/100) 0)[101) 0)[110) [0)[111
N\ 7N 7N TN 7N N\ N\ N\
(& (& (@& (&5 (&5 (&5 (&5 (6
N N N N N N N N
1)[000) [1)/001) [1)[010) [1)lo11) 1)[100) [1)[101) [1)[110) [y J
7\ 77N 77N 7N 7N TN TN VR
{ ) ( | ( | ( ) ( | ( ) ( ) ( )
N/ N N N/ N N N N
0)[000) 0[001) 0)/010) 0)[011) 0)[100) 0)/101) 0y[110) 0)[111)
7N S 7N ya N Y TN Y
(o0 (&) (&0 (&) (& (&) (e (&)
- »,,w/ ‘\,7,,/' AN . J \\,7,,/ \\777,,/ \\777,,/ AN _/ \\777,,/
1)[000) [1)[001) 1)[010) [1)[o11) 1)[100 1)[101) |1)[110) iy
VRN TN TN TN TN TN TN )
{ I | ( | ( b | ) ( ) ( )
‘\;77,/ ;\7,/, ;\7,/, 1\;77,/ \ - / AN _ / AN _ / AN _ /
0)[000) |0)[001) |0)[010) 0){o11) 0)[100) |0)[101) |0)[110) [0)[111)
A~ S T P ~ S~ T P
uﬁ\/\whﬂ&o:ﬁ:uw‘/wmwu&.\
N/ N \__/ N/ \__/ \__/ N \__/
1)(000) [1)/001) 1)/010) |1)[o11) 1)[100) 1)[101) |1)[110) iy
N TN TN TN TN TN TN )
{ ) | ) )| ) ) ) ) )
N/ N N N N N N N/
0)[000) 0)[001) 0[010) [0)[011) 0)|100) 0[101) 0)[110) 0)[111)
TN o T N 7N\ N\ TN TN
(@ | 2 ) | ) wj/\. ) } ) ) .\/‘
NI N \_/ N N _/ N D
1)(000) [1)/001) 1)/010) |1)[011) 1)[100) 1)[101) |1)[110) [1)[111)

™\ 7N\ 7N\ N 7N\ VRN VRN Sy )
{ )| ) ( ] b | ) b )
N4 N N N/ N/ N N N/
0)[000) 0[001) 0)/010) 0)[011) 0)[100) 0)/101) 0)[110) 0)[111)
N\ N\ 77N N\ N\ TN TN
( ) ( I ) JI )| ) )
N ./ N/ N/ N N/ N
1)[000) [1)[001) 1)[010) [1)[011) 1)[100) [1)[101) [1)[110) [1)[111)

Figura 3: Evolucién del estado cudntico en el algoritmo de Estimacion de Fase para el
operador T. Elaboracién propia.

Para el caso en el que la probabilidad de obtener el resultado no sea tan alta como en
el caso anterior, para poder mejorar el resultado se incrementa el nUmero de cubits

en el registro superior, aumentando la precisién del resultado.

10.3 Algoritmo de Shor

El algoritmo de Shor es famoso por factorizar niUmeros enteros en tiempo polinomial.
Dado que el algoritmo cldsico mas conocido requiere un tiempo superpolinomial para
factorizar el producto de dos nimeros primos, el esquema criptografico RSA, se basa
en que la factorizacidon es computacionalmente imposible para niumeros enteros lo

suficientemente grandes.
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Dado un numero entero N, el algoritmo pretende encontrar otro nimero p, donde:

1< p< N, quedivida N.

El algoritmo esta estructurado en dos partes: una parte clasica que resuelve el proble-

ma de encontrar el orden y una parte cuantica para encontrar el periodo.

La estrategia consiste en reducir el problema de factorizacion a la busqueda del perio-

do.

Una forma de factorizar un nimero entero es mediante la exponenciacion modular.
Especificamente, sea un nimero entero impar N = N;N,,donde1 < N;, N, < N.
Se selecciona un nimero entero k < N tal que sumaximo comun divisor med(k, N) =

1.
Se puede demostrar que existe un exponente p > 0 tal que k¥ = 1(mod N).
Por definicion, x = y(mod m) siy solo si m divide x — y.

Sea p el menor de esos nimenros. Si p es par, entonces, segun la definicion de la ope-
racion médulo, N divide k” — 1 = (k"> = 1)(k”? + 1). Pero dado que la diferencia
entre n; = k”2 +1yn, = kP> — 1 es 2, n; y n, no tienen un factor comin mayor que

2 y ademds, ambos numeros son distintos de cero.
Dado que se asumié que N = N, N, era impar, entonces N, es un factor de n; o n,.

Si N, es un factor de n;, dado que N, también es un factor de N, entonces N, divide

tanto a n; como a N y se puede encontrar N calculando mcd(nqy, N).

Por lo tanto, si se puede calcular es nimero p, se pueden encontrar los factores de
N de manera eficiente, ya que el maximo comun divisor se puede calcular en tiempo

polinomial.
Para encontrar p, se considera la siguiente secuencia de exponenciacién modular:

A = ay,ay,..., donde a; = k'(mod N). Cada uno de los nimeros a; pertenece al

conjunto finito 0, ..., N — 1, y por lo tanto, existen indices g y r tales que a, = a,. Siq

q
y r son los indices mas pequefios, se puede demostrar que ¢ = 0y A es una secuencia

periddica con periodo r.
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Como ejemplo, para N = 15y k = 7, la secuencia de exponenciacion modular es la

siguiente:
1,7,4,13,1,7,4,13,1, ...

gue presenta periodo 4, y dado que es un nimero par, se puede aplicar la idea anterior

para encontrar:
7*mod15=1=7*—-1mod 15=0 =

= (72 = 1)(7? + 1) mod 15 = 0 = 15 divide 48 - 50, lo que implica que 15 divide a
48 - 50

gue se puede usar para calcular los factores de 15 como mcd (48, 15) = 3y med(50, 15)

5.

Sin embargo, encontrar el periodo de la secuencia A no es cldsicamente mas facil que
buscar directamente factores de N, ya que puede ser necesario comprobar hasta \/ N

valores distintos de A antes de encontrar la repeticion.

Sin embargo, con la computacién cudntica, el periodo se puede encontrar en tiempo
polinomial utilizando la Transformada Cudntica de Fourier (QFT) estudiada en el tema

anterior.

La propiedad esencial de la QFT en el algoritmo de factorizacién es que puede calcular

el periodo de una entrada periddica.

Dado que, como se ha visto, un problema de factorizacion se puede convertir en un
problema de encontrar el periodo en tiempo polindmico, también se puede utilizar
un algoritmo eficiente de busqueda del periodo para factorizar nimeros enteros de

manera eficiente.

Sea f(x) = a* mod N donde a < N y no tienen factores comunes. El periodo, u orden

(r), es el entero mas pequefio distinto de cero tal que a” mod N = 1.

El algoritmo de shor utiliza QPE, estudiada en el apartado anterior, sobre el siguiente
operador unitario U|y) = |ay mod N). Para entender de que forma tiene aplicacion

al problema de factorizacién el anterior operador se debe investigar cuales son sus
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autoestados. Si se comienza con el estado |1), se puede observar que cada aplicaicén
sucesiva del operador U multiplica el estado del registro por a(mod N) y que tras r

aplicaciones se llega nuevamente al estado inicial |1). Como ejemplo,a =5y N = 29:
U|l) =|5-1mod 29) =5

U?|1) = |5 -5 mod 29) = 25

U3|1) = |5- 25 mod 29) =9

U*1) = |5-9 mod 29) =7

U°|1) = |5-7 mod 29) = 6

U®1) = |56 mod 29) =1

U’|1) = |5-1mod 29) =5

U8|1) = |5 - 5 mod 29) = 25

Donde se observa un periodo de 6: 5, 25,9,7,6,1,5,25,9,7,6,1,5, 25, ...

Por tanto, una superposicién de estados en este ciclo (|uy)) corresponderia a un au-

toestado de U.

_ 1 -1 k
o) = = Ticola" mod N)
Siguiendo con el ejemplo anterior:

lug) = ﬁun +15) +125) + |9) + |7) + |6))

Ulug) = ﬁ(Ull) +U|5)+U[25)+ U|[9) + U|7) + U|6)) = %05) +125) + |9) +
17) +16) + 1)) = |ugp)

Este autoestado tiene un autovalor de 1, lo que no es muy interesante. Un estado
propio mas interesante podria ser uno en el que la fase sea diferente para cada uno

de estos estados de la base computacional. En concreto el caso en el que la fase del

estado k es proporcional a k:
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r—1 —2rik

luy) = % Yioe r |a" mod N)
2mi
Uluy) =er |ug)

Para el caso anterior:

. _omi _ami _6xi _sni _10xi
—(1)+e 6|5 +e 6|25)+e 6 |9)+e 6 |7)+e 6 |6))

|u1> = \/g

1 i _ani 6 _ i _10mi
Ulu;) = —=(|5)+e 6 |25)+e 6|9)+e 6|7)+e 6|6)+e 6 |1))

Ve
| i 2 _ i _ai _ i _10si _12ai
U|u1)=%e6(e 6 |5)+e 6|25)+e 6|9)+e 6|7)+e 6 |6)+e 6 |1))

2zi
Uluy) =es |ug)

Donde el periodo r = 6 aparece en el denominador de la fase. Se trata de un autovalor
particularmente interesante ya que contiene el periodo . De hecho, r debe incluirse
para asegurarse de que las diferencias de fase entre los r estados de la base compu-

tacional son iguales.

Este estado anterior, no es el Unico estado propio con este comportamiento, para ge-
neralizarlo, se puede multiplicar un nimero entero, s, a esta diferencia de fase, que

aparecera en el autovalor:

r—1 —2rwisk

|us>=%zk_=oe r |a* mod N)

2ris

lug) = e 7 |ug)
Siguiendo con el ejemplo anterior:

1 _2zis _azis _6ais _8ris _ 10zis
lug) =——=(|1)+e 6 |5)+e 6 [25)+e 6 [9)+e 6 |7)+e 6 |6))

Ve
1 _ 2uis _ s _ s _ 8mis _ 10zis
Ulus)=%(|5)+e 6 |25)+e 6 |9)+e 6 |7)+e 6 |6)+e & |1))
) 2ms _2xis _ 4mis _ s _ 8is _ 10sis _ L2xis
Ulus)zﬁe 6 (¢ 6 |5)+e 6 |25)+e 6 |9)+e 6 |7)+e 6 |6)+e & |1))
2wis

Ulug) =e s |uy)

Ahora se tiene un autoestado Unico para cada valor entero s donde0 <s <r-—1
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S iahroa se suman todos estos autoestados, las diferencias de fase cancelan todos los

estados de la base computacional excepto |1):

o) =11)

Siguiendo con el ejemplo anterior:

1 1
— =—(1)+|5)+[25)+[9)+|7) + |6))...
\/g( lug) \/g(l ) +15) +125) +19) +[7) + 6))
1 2 _ i _ i _ ais _ 10zis
+luy) = %(|1)+e 6 |5)+e 6|25)+e 6|9)+e 6 |7)+e 6 |6))...
1 _aai _ i _ 12 _ 16xis _ 20sis
+lu,y) = %(|1)+e 6 |5)+e 6|25)+e 6 |9)+e 6 |7)+e 6 |6))...
1 _6ni _12mi _ 8 _ 24mis _ 30xis
+|u3)=%(|1)+e 6 |5)+e 6 [25)+e 6 |9)+e 6 |7)+e 6 |6))..
1 _gni _l6mi _24mi _ 32xis _ 40xis
+|u4)=%(|1>+e 6|5)+e 6 [25)+e 6 |9)+e 6 |7)+e 6 |6))..
1 _ 10w _20mi _ 30w _ a0zis _ S0zis
+|u5)=%(|1)+e 6 |5)+e 6 |25)+¢e 6 |9)+e 6 |7)+e 6 |6)))=]|1)

Puesto que el vector de la base computacional |1) es una superposicidn de estos auto-
estados, si se aplica el algoritmo de estimacion de fase para el operador U utilizando
como autoestado |1) se podrd medir la fase § = f donde s es un valor aleatorio entero

talque0 < s <r—1.

Finalmente se utiliza el algoritmo de fraccion continua para 8 para determinar r.

— L
o ) — —

2
QFT! v

1 2 1
[2m e =) 2 Sy 42 T2
- T T

1
1) = —(|uo) + [ )+ .. +ur
1) ﬁ(\ 0) + |ur) [ur-1))

Figura 4: Algoritmo de Shor. Elaboracidn propia.
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10.4 Algoritmo de Grover y amplificacion de |la

amplitud

El algoritmo de Grover fue introducido por Lov Grover en 1996 y es uno de los algo-
ritmos cudnticos mas famosos. Inicialmente se propuso para problemas de busqueda
de un elemento marcado en una base de datos no estructurada. Sin embargo, el al-
goritmo de Grover es ahora una subrutina de varios otros algoritmos, como Grover

Adaptive Search.

El algoritmo de Grover resuelve un problema de tipo oraculo y encuentra la solucién
realizando O(y/ N) consultas, mientras que los mejores algoritmos clasicos requieren
llamadas O(N). Es por tanto posible demostrar que el algoritmo de Grover es mejor

gue cualquier algoritmo clasico.

La mejora en la complejidad de la consulta se traduce en una ventaja solo bajo ciertas
condiciones pues depende de la eficiencia de la implementacion del oraculo y de si
existe una estructura adicional en el problema que pueda ser explotada por algoritmos

clasicos o cuanticos.

Se puede demostrar que la complejidad de la consulta del algoritmo de Grover es
O6ptima, ningln algoritmo cuantico puede hacerlo mejor. Esta restriccidn es tan im-

portante como el propio algoritmo ya que limita el poder de la computacion cuantica.

El algoritmo de Grover es mas simple y mas facil de comprender que el de Shor, y tiene

una elegante interpretacién geométrica.
Busqueda en una base de datos no estructurada

El algoritmo de Grover, permite encontrar un elemento concreto dentro de una base

de datos de N elementos, ordenada de forma aleatoria.

Se supone una lista de elementos de forma que entre ellos existe uno con unas ca-
racteristicas concretas que se desea localizar. Este elemento objetivo de la busqueda,

que es uno entre N elementos, se nombrara como x*.
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e

’)”*

Figura 5: Elemento x*, con las caracteristicas deseadas, dentro de la lista de N elemen-
tos. Elaboracidn propia.

Para encontrar el elemento marcado, x*, mediante un algoritmo clésico, seria nece-
sario realizar una media de % consultas a la base de datos y, en el caso peor habria
que realizar N consultas. Sin embargo, el algoritmo de Grover permite encontrar el
elemento deseado en v/ N consultas, lo que supone una ventaja cuadratica frente al
mejor algoritmo clasico y un ahorro de tiempo sustancial en listas grandes. Ademas, el
algoritmo no se basa en identificar alguna estructura interna de los datos que se pue-
da aprovechar, lo que lo hace genérico y por ello proporciona una ventaja cuadratica

para la resolucion de muchos problemas frente a sus versiones cldsicas.

Sea una funcién f(x), cuyo dominio es el de los nimeros enteros entre 0 y 2" es

decir:
f(x), x€0,1,2,...,2"1
de forma que:

0 x#x*
fx) =
1 x=x"
Lo que hace el algoritmo de Grover es encontrar ese valor x*. Es decir, dada f(x) el

objetivo es encontrar x*.

La funcién f(x) se desconoce completamente, es un oraculo, lo Unico que puede ha-

cerse es evaluarla, es decir realizar consultas al oraculo.

Una estrategia de fuerza bruta consistiria en evaluar f(x) de forma secuencial hasta

encontrar el valor deseado x*.
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f0)=0, f(1)=0, f(2)=0,... f(x*)=1

Para la version cuantica del problema lo primero es no utilizar nUmeros sino vectores,

es decir:

x — |x)

Por otro lado las funciones pasan a ser transformaciones lineales:
f(x) — Olx)

Por ello, la versidn cuantica del enunciado del problema seria:

0) Ix) # |x)”
1D %) =1x)"

O|x) =

Sin embargo, esta forma de plantear el problema no es valida pues no es una opera-
cion reversible, pues dado un resultado |0), se desconoce cual fue la correspondiente

entrada |x).

El oraculo que se utiliza en el algoritmo de Grover marca el elemento o elementos
gue se buscan incorporandolos una fase negativa, es decir, el Oraculo O actla de la
siguiente forma, que si es reversible:

|x)  x#x*
Ol|x) =

—|x) x=x*

Este operador tiene una representacion matricial en forma de matriz diagonal con

valor —1 en la entrada correspondiente al elemento marcado.
Generalizando y teniendo en cuenta que (—1)° = 1, Ol|x) = (—l)f(x)lx) donde:

0 Olx)=(-1)°x) = |x)
fx) =
1 Olx) = (=1)'|x) = —|x)
Por tanto, la versién cuantica del problema es ahora: dado un operador O encontrar

el estado |x) tal que:
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|x)  x#x*

O|x) =
—|x) x=x*
( M
E f - =)
- _J
0) D £(@))

Figura 6: Version reversible del oraculo utilizado en el algoritmo de Grover. Elaboracidn
propia.

No se quiere comprobar cada valor de |x) individualmente pues en ese caso no se

proporcionaria ventaja alguna frente a la estrategia clasica.

La computacion cudntica permite que el estado del sistema no sea un estado clasico
sino una superposicion de estados cldsicos de forma que al aplicar un operador a la

superposicion se pueda trabajar con todos ellos.

Como se ha visto anteriormente, se puede crear la superposicién uniforme aplicando

puertas de Hadamard a todos los cubits. Es decir:

2"-1
|x)

|s) = H®"|0)" = # Yo

Por tanto, lo primero que debera hacer el algoritmo es crear una superposicién uni-

forme de estados |s) y aplicar sobre ella el operador correspondiente al ordculo:

Ols) = #o Y x) = # [(Zne 130 = 1x%)]

El oraculo deja por tanto marcado con fase negativa el elemento buscado, sin em-
bargo esa fase no es observable, si se realiza una medida la probabilidad de observar
el elemento buscado es la misma que la de cualquier otro, pues en la superposicion

uniforme las amplitudes son las mismas para todos ellos. La probabilidad de observar
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|x*) seria:

2
P(lx*)) = «%l =5

La forma de amplificar la amplitud de este elemento es el objetivo de la subrutina de
amplificacion de amplitud. Esta subrutina amplifica la amplitud del elemento marcado
a costa de las amplitudes del resto de elementos, es decir reduciendo sus amplitudes
de forma que el proceso de medida permitird observar el elemento deseado con gran

probabilidad.

La interpretacién geométrica del algoritmo es muy elegante ya que transforma un pro-
blema en un espacio vectorial de 2" dimensiones en otro de tan solo 2 dimensiones

utilizando reflexiones.

Los dos estados que se necesitan considerar son |x*) y la superposicién uniforme |s).

Estos dos vectores |x*), |s) generan un subespacio de dimensién dos en el espacio
1

v

diculares ya que |x™) forma a su vez parte de la superposicidn, sin embargo, se puede

. n .
vectorial C? . Forman una base pero (x*|s) = es decir, no son del todo perpen-

considerar otro estado |s’) que sea ortogonal a |[x*) y que se obtiene simplemente

retirdndolo de la superposicidn |s).
s") = Is) — |x*)
Y por tanto:

(x*|s'y=0

. 1
Siendo: |s') = = Z#x* |x)

Y ahora si, |[x*), |s") forman una base ortonormal.

La subrutina de amplificacidon de la amplitud, por tanto, toma como estado de partida

la superposicion uniforme descrita anteriormente:

1 v2'-1
Is) = H®"|0)" = T Do |x)
Geométricamente, la evolucidn del algoritmo queda representada en la siguiente fi-

gura:
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amplitud

lz*)

~ HTETEETEEE TR T o,

0123 ... elementos

amplitud

')
1 )0
0123 ... elementos 2"
. 0.5
=
2
=
§ ") D,0y|s)
A TEdE ..o [s)
1
<L
|||||||||||||||||||||||||||||| T .y
0
0123 ... elementos
Oy|s)

Figura 7: Superposicion uniforme de partida en el algoritmo de Grover. Elaboracién
propia.

De Algebra Lineal se tiene, que la reflexidn de un vector |v) sobre otro vector |w) tiene

la forma:

Ry |v) = Qlw)(w| — Dlv)

Es decir, el operador de rotacién sobre el vector |w) es el siguiente: R, = 2|w){w|—
A continuacion se aplica el oraculo a la superposicion uniforme:

Oyls) = =0 YNy = lzn (T 1)) = 1x)]

Geométricamente, corresponde a una reflexién (O,,) del estado |s) sobre |s”) lo cual
implica que la amplitud del estado |x*) se hace negativa, al ser justamente |s’) orto-
gonal a |x*) como se ve en la figura anterior y por tanto, la amplitud media disminuye

ligeramente, como también se puede observar en la figura.

A continuacidn se realiza una nueva reflexién, ahora con respecto a |s), denominada
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operador de difusién de Grover, es decir, D, = 2|s)(s| — I y que transforma el estado

nuevamente a: DO/ |s)

Por lo tanto, la transformacién DO, rota el estado inicial | s) aproximandolo al estado

|x™).

La accidn de la reflexion sobre |s) en el diagrama de amplitudes se puede interpretar
como una reflexién con respecto a la media de las amplitudes. Dado que la amplitud
media se habia reducido por efecto de la primera reflexién O,,, esta transformacion

amplifica la amplitud negativa de |x*), mientras que disminuye las otras amplitudes.

Si se repite este proceso una segunda vez, D,O, D O, |s) el estado se ird aproximan-

do al estado buscado |x*).

Después de repetir el proceso ¢ pasos el estado se encontrara en:

ly;) = (D;O4)'|s)

g0 0) — |
: Di fusion :

@ ) —  pen [ Oriculo | — D, Medicién
| O 2ls)(s| =1 |

g 0) — B

Repetir %\/ 2" veces

Figura 8: Esquema del algoritmo de Grover. Elaboracion propia.

El numero de veces que se debe repetir la secuencia de las dos rotaciones D O,/ es de
aproximadamente /2", es decir la raiz cuadrada del nimero de elementos en la base
de datos. Si se aplicardn mas iteraciones la consecuencia seria que alejaria al estado

de |x™) por lo que es fundamental aplicar el niUmero de iteraciones correcto.

/2"

4

En el caso de que exista un nimero m de multiples soluciones, se puede demostrar

. / . . n
que aproximadamente sera suficiente con ~.
La siguiente figura muestra una implementacién del alagoritmo de Grover para en-

Computacién Cuantica
Tema 10. Ideas clave




contrar el elemento marcado (11) entre la lista de cuatro elementos utilizando dos

cubits.

Oriculo Di fusor de Grover

e

&

Figura 9: Algoritmo de Grover de busqueda del elemento 11 con dos cubits. Elabora-
cién propia.

10.5 Entornos de desarrollo en la nube

Los servicios de computacion cudntica en la nube ofrecen acceso a procesadores cudn-

ticos, simuladores y otros servicios a través de Internet.

Existen varias plataformas disponibles. En 2016, IBM desplegd en la nube el entorno
de desarrollo Quantum Experience que permitia crear y ejecutar circuitos cuanticos
simples mediante su libreria QISKit en Python. En 2017, Rigetti Computing ofrecieron
también acceso a sus procesadores a través del a nube mediante su biblioteca pyQuil

también con Python.

Desde entonces han surgido otras plataformas que estan acelerado la adopcién por
parte de los usuarios y el desarrollo de esta nueva industria. En el entrono académico
se pueden utilizar la computacién cudntica para facilitar la ensefianza de la mecanica
cuantica en general, asi como de este nuevo paradigma de computacion. Para el mun-
do de la investigacidn, permite la aplicacidn de los recursos de computacién cudntica
aplicados a proyectos cientificos. Incluso en el desarrollo de juegos o en el desarrollo
artistico, tiene cabida el uso de la computacién cudntica y el despliegue en la nube

esta favoreciendo su expansion.

A continuacidn se describen brevemente algunos de los mas importantes desarrollos
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en este campo.

QISKit de IBM. IBM Quantum proporciona acceso a procesadores cuanticos basados
en circuitos superconductores, asi como a simuladores de computacién de alto ren-
dimiento. Se puede acceder a estos mediante programacion utilizando el entorno de
desarrollo Qiskit basado en Python, o mediante una interfaz grafica interactiva, ambos

basados en el estandar OpenQASM.

Xanadu Quantum Cloud de Xanadu, proporciona servicios en la nube de acceso a

computadoras cudnticas fotdnicas.

Forest de Rigetti Computing, proporciona herramientas para computacion cuantica

con un lenguaje de programacién y algoritmos de ejemplo.

Azure Quantum. LIQUi|>de Microsoft, proporciona acceso a simuladores cuanticos
utilizando el lenguaje de programacidn F#. Tiene como objetivo permitir la experi-
mentacion con algoritmos cuanticos antes de que las computadoras cuanticas fisicas

estén disponibles para su uso.

Quantum Playground de Google, que cuenta con un simulador con unainterfaz simple

y un lenguaje de secuencias de comandos y visualizacion de estado cuantico en 3D.

Quantum Inspire de Qutech es la primera plataforma en Europa que proporciona ac-
ceso a un emuloador y dos procesadores de computacidon cudntica en la nube, uno de
cinco cubits basado en circuitos superconductores y otro de dos cubits basado en el

spin del electron.

Amazon Braket es un servicio en la nube que proporciona un entorno de desarrollo
para disenar algoritmos cuanticos y ejecutarlos en procesadores cuanticos simulados

y reales ijmplementados con diferentes tecnologias.

Forge de QC Ware, proporciona acceso a procesadores de D-Wave, asi como a simu-

ladores de Google e IBM.
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